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PRÉFACE. 


Le plan de ce Livre lui attirera sans doute deux reproches 
opposés : les Géomètres s’étonneront d’y voir traitées si rapide- 
ment des questions si diverses, sans que la place mesurée à chacune 
d’elles corresponde à son importance scientifique ; les Ingénieurs 
pourront trouver superflus les Chapitres consacrés aux Fonctions 
analytiques et aux Fonctions elliptiques. 

C'est que l'École Polytechnique n’est ni une école de pure 
théorie, ni une école de pure application. Elle ne cherche pas à 
former directement des savants ou des praticiens. Son but, nette- 
ment défini par ses fondateurs, est de donner à de futurs Élèves- 
Ingénieurs, militaires ou civils, une instruction scientifique 
étendue et solide, qui leur permette plus tard non seulement de 
diriger, mais de perfectionner les services publics auxquels ils 
seront attachés. 

Ces principes généraux déterminent avec précision le caractère 
du Cours d’Analyse professé en seconde année. 

La place la plus importante y est due aux Théories fonda- 
mentales dont la Mécanique, la Physique, l’Art de l’Ingénieur 
ou du Constructeur font un perpétuel usage : j'ai donc consacré 
la moitié de mes lecons aux Équations différentielles, qui inter- 
viennent dans la plupart des problèmes que nous posent les 
Sciences appliquées, et dont l'étude est d’ailleurs la question 
maîtresse de l'Analyse; j'ai insisté spécialement sur les procédés 


d'intégration et de réduction, en les éclairant par des exemples 
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variés; j'ai donné enfin une idée des méthodes employées pour 
l'étude directe des solutions, principalement dans le cas paru- 
culier des équations linéaires. En vertu des mêmes principes, J'ai 
développé avec soin la Théorie des Intégrales multiples, si uule à 
l’Électricien; j'en ai fait des applications à la Géométrie, à la 
Mécanique; j'y ai rattaché, en quelques pages, les Intégrales 
Eulériennes. 

Mais le but de l'institution polytechnique n’eût pas été atteint 
si le Cours d'Analyse n’avait dépassé ce cadre un peu étroit, 
mesuré aux besoins actuels des Écoles d'Ingénieurs : en vue des 
perfectionnements possibles de l'application, il était indispensable 
d’aller au delà, en introduisant dans le Cours des notions mathé- 
maliques d’un ordre plus élevé, simplifiées cependant par l'effort 
continu des Géomètres, et mûres pour luulisation pratique. 

Ce développement de l'instruction a un autre avantage. On ne 
possède en effet la méthode et la sûreté qui sont nécessaires pour 
plier à une application nouvelle une théorie d'Analyse, même 
élémentaire, que si l’on est maître de celle-ci : 1l convient dès lors 
de l’avoir dépassée, de connaître ses liens avec les théories voi- 
sines qui la prolongent et l’illuminent. L’Algèbre, par exemple, 
et la Géométrie de Descartes, en éclairant la vieille Géométrie 
d’Euclide, n’en ont-elles pas rendu le maniement plus facile el 
plus sûr? 

On comprend maintenant dans quel but ont été inscrites au 
Programme de ce Cours les deux Théories des Fonctions analy- 
tiques et des Fonctions elliptiques, dans leurs parties élémentaires. 

La première, en raison de son importance mathématique, ne 
peut être ignorée de ceux qui cultivent les sciences exactes; elle 
intéresse aussi les fonctions réelles, dont elle précise certaines 
propriétés fondamentales ; elle permet d’étudier les solutions des 
Équations différentielles quand l'intégration directe est impos- 
sible; elle conduit enfin à la doctrine des Fonctions elliptiques. 


Celle-ci, prolongement naturel de la Trigonométrie, offre des 
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applications fécondes et variées à l'Analyse, à la Géométrie, à la 
Mécanique; ses formules se traduisent en chiffres avec facilité ; 
elles sont simples, souples, d’un maniement aisé, et il serait injuste 
d'affirmer & priori qu’on en a épuisé toutes les conséquences 
utiles. 


N 


j'ai réduit au minimum la théorie pure, en l’effaçant, autant que 


Dans cette partie du Cours, qui remplit le milieu du Volume, 


possible, devant les applications. J'ai pris comme guides les Traités 
classiques de Briot et Bouquet et de M. Jordan : le point de vue 
est donc plutôt le point de vue de Cauchy que celui de Weierstrass 
et d'Hermite. J'ai laissé de côté les méthodes de Riemann : elles 
m'étaient d’ailleurs inutiles, car les seules fonctions algébriques 
dont Jj'étudie l’intégrale dépendent d’une racine carrée. Pour les 
fonctions elliptiques, j’adopte les principes et les notations de 
Weïerstrass, en me bornant à signaler l’ancienne fonction sn. 

Le Livre complète mon Cours oral par plusieurs propositions 
générales sur les fonctions uniformes, et, en particulier, par les 
théorèmes célèbres de M. Mittag-Leffler et de Weierstrass; le 
Lecteur trouvera également, à la fin du Volume, quelques Exer- 
cices, traités Jusqu'au bout, qui le familiariseront avec l’emploi 
des fonctions elliptiques. | 

M. Painlevé à bien voulu me donner, pour la rédaction de mes 
Leçons, Les conseils et les directions les plus utiles ; je lui ce 
dei tous mes remerciments. 


Paris, février 1904. 
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PREMIÈRE PARTIE. 
COMPLÉMENTS DU CALCUL INTÉGRAL. 


CHAPITRE I. | 


INTÉGRALES MULTIPLES. + 


YU SU 


I. — NOTION DE L'INTÉGRALE MULTIPLE. 


1. Retour sur la notion d’aire. — La définition analytique de 
l'aire, donnée aux n°* 274-275 du Tome I, a besoin d’être précisée 
et dégagée de certaines liaisons géométriques. 

Soit, dans le plan, un champ fini, CG, limité par un contour y, 
et rapporté à deux axes quelconques, Ox et Oy, faisant entre eux 
un angle 6. Sur chaque axe marquons les points de coordonnées 
entières, ..., —3, —2, —1,0, +1, +2, +3, ...; partageons 
chacun des segments obtenus en deux parties égales, puis chacune 
de celles-ci en deux autres égales, et ainsi de suite. À un instant 
quelconque de cette division, menons, par chacun des points 
marqués sur un axe, des parallèles à l’autre axe : cette réglure 
partage le plan en losanges égaux. | 

Considérons, à un instant quelconque, ceux des losanges qui 

H. — II. 


I 
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sont situés tout entiers à l’intérieur du champ C: leur aire totale 
ne peut évidemment que s’accroître quand on passe d’une divi- 
sion à la suivante, puisque chacun des losanges primiufs se trouve 
alors partagé en huit autres, également intérieurs à C, et que de 
nouveaux losanges peuvent s’y ajouter. D'ailleurs, l’aire totale 
considérée reste évidemment inférieure à un nombre fixe, par 
exemple à l'aire d’un losange de côtés parallèles aux axes, com- 
prenant le champ : elle tend donc vers une limite finie A, que 
l’on nommera aire du champ G, par rapport aux axes Ox et O y. 
De même, si l’on considère l’ensemble des losanges qui, à un 
instant quelconque, sont tout entiers à l’intérieur du champ C, ou 
dont une partie seulement est dans C, leur aire totale ne peut que 
décroitre quand on passe d’une division à la suivante; comme 
elle reste supérieure à zéro, elle tend vers une limite finie, A”: je 
dis que À’ est identique à À, c’est-à-dire que l'aire totale des 
losanges qui mordent sur la surface du champ a pour limite zéro. 
:.2 Pour d'établir, supposons que le contour, y, du champ ne 
:‘scit.coupé qu'en deux points, au plus, par toute parallèle à Oy; 
«à «chaque: valeur de l’abscisse x comprise entre deux limites, 
CEE G'et b ‘fig. 1, (a < b)|, répondent, sur le contour y, deux points 


M et N, d’ordonnées y,(x) et y2(x). Supposons que y4 et y» 
soient des fonctions continues de x dans l'intervalle «b, extrémités 
comprises : la continuité étant uniforme (Tome I, n° 11), soient 
ny(e) et n2(2) les modales de continuité uniforme de ces deux 
fonctions, pour le nombre e; si est le plus petit des deux, l’iné- 
galité 

| modfmi(£)—mi(U<e, 


(1) mod(£' —£)<n AV ANE | mod[y2(Ë)— y(E)]< e, 


£ et Ë’ étant des valeurs de l'intervalle ab (Tome I, n° 258). 
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Considérons maintenant, à un instant quelconque, une division, 
PP", de l'axe des æ, ayant pour longueur p; soient æ et æ! les 
abscisses de P et P'; MP et M'P° sont y,(x) et yi(x'). Si o est 
inférieur à n, la différence des ordonnées de deux points quel- 
conques de l’arc MM’ sera, en vertu de (1), inférieure à e : il en 
résulte aisément que, à l’instant considéré, le nombre des losanges 
qui appartiennent à la £ranche comprise entre les droites PMN, 
P'M'N', et qui contiennent des points de l'arc MM’, est inférieur 


. S . . n 
à — + 2. La même conclusion s'applique à l'arc NN’ : la somme 
P 


des aires des losanges qui contiennent des points de l’un ou de 
l’autre arc est donc plus petite que 2(e + 29)9sinf. 

Désignons, à l’instant considéré, par y le nombre des divi- 
sions PP’, de l'axe des x, qui comprennent des points du 
segment ab : chacune des divisions PP’ ayant pour longueur b, 
il résulte de ce qui précède que l'aire totale des losanges conte- 
nant des points du contour, c’est-à-dire mordant sur le champ O, 
est inférieure à 


(2) v.2(e+29)psin0; 


comme d’ailleurs sv est évidemment plus petit que b— a + Dee 
l'expression (2) est inférieure à 2sin0(e +25)(b —a+0), 
quantité qui peut décroître, avec s et p, au-dessous de toute limite. 


(ke Q. F. D. 


La démonstration est [1 même pour un contour rencontré par 
une parallèle à Oy en un nombr2 de points supérieur à Aéux, 
mais fini. 


3. Expression analytique de l'aire. — Reprenons la tranche des 
losanges compris, à un même instant, entre les droites PMN 
et P'M'N': ceux d’entre eux qui sont complètement intérieurs au 
champ C forment une file dont la longueur, comptée parallèlement 
à Oy, estau plus égale à MN; ceux qui sont int'rieurs à C et ceux 
qui mordent sur C forment une file, de longueur ‘au moïns égale 
à MN : sous une autre forme, la quantité MN s sinÜ est comprise 
entre les aires de ces deux files. En répétant le même raisonnement 
pour toutes les tranches, on voit qu? la somme 


(6) ZEMN»sin0, où E[ya(t)—y1(x)}(x'—zx)sin, 
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étendue à toutes les divisions PP’, est comprise entre l’aire totale 
des losanges intérieurs à C et l’aire totale des losanges intérieurs 
à C ou mordant sur C. Ces deux dernières aires ayant une même 
limite, À, qui est l’aire du champ, il en sera de même de la 
somme (3). D'ailleurs celle-ci a évidemment pour limite l’inté- 


b 
grale définie sind f [ye(x)—y,(x)]dx, de sorte que l’on a 


b 
(4) A = sin0 f [ye(æ)— y1(x)] dx. 


Si l’on avait procédé par tranches parallèles à Ox, on aurait 


trouvé de même : 


d 
(4 bts) A = sin0 f [æ2(y)— 1(7)] dy, 


les notations s’expliquant d’elles-mêmes. 

Plus généralement, si le contour de l’aire est rencontré par une 
parallèle à l’axe des y, d’abscisse æ, en un nombre fini de points, 
et si (x) est la longueur totale que le champ intercepte sur cette 
parallèle, on aura, pour À, 


b 
D) A = sin0 f \(x)dæ, 
et une expression semblable par une intégrale en y. 


4. Influence du choix des axes. — L'’aire d’un champ, telle que 
nous l’avons définie, dépend, en apparence, du choix des axes de 
coordonnées; nous allons montrer qu’elle en est indépendante. 

Tout d’abord, dans les expressions (4), (4 bis) et (5) de A, 
n'intervient évidemment que la direction des axes; comme 
d’ailleurs un changement d’axes autour de l’origine peut s’opérer 
en modifiant les deux axes l’un après l’autre, 1l suffira d'établir 
que l'expression (5) garde la même valeur quand on conserve 
l’axe Oy, en changeant l’axe des x, l’origine demeurant fixe. 

Soient donc O x et O x, l’ancien et le nouvel axe des x; Bet 8, 
les angles yOx et 70%, ; on a, pour l’aire du champ dans les deux 


systèmes, 
b b, 
N= sin0 f NET) de A,=sinb; f A (1) dæi. 


CNE] 
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D'ailleurs (fig. 2), les abscisses ancienne et nouvelle d’un 
même point, Q, du plan, x et x,, sont liées par 


(6) æ sin0 = +; sin0;; 


enfin, si æ et x, vérifient cette relation, les deux fonctions 


A(æ)et À,(x,) sont égales, puisque toutes deux représentent la 
longueur MN. Cela posé, faisons, dans l’intégrale A,, le change- 
ment de variable défini par (6); il vient, en vertu de ce qui pré- 


cède, 


bd : b 
A1= sin f À(æ) de LS = sin0 f ACE)dE AS 


sin 0; 
car 
a sinÔ — a; sin0;, b sin — b, sin0;, 
ainsi que le montre immédiatement la fig. 2. 
La définition de l'aire ayant maintenant une base analyüque 
solide, nous pouvons passer à celle de l’intégrale double. 


9. Intégrale double. — Pour les anciens analystes, la notion 
d’intégrale double se rattachait à celle de volume, de même que 


Fig. 3. 


Y 


la notion d’intégrale simple se rattachait à la notion d’aire. Soit 
en effet, dans le plan des xy (axes rectangulaires), une aire 
limitée, C (Jig. 3) : pour évaluer le volume compris entre la 
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surface z— f(x, y), le plan des æy et le cylindre droit ayant 
pour base C, on peut décomposer l’aire C en éléments très peus, 
Ai, Àco, ..., A5», ….., et, si l’on désigne par x,, y; un point quel” 
conque de l’élément A5,, on comprend intuitivement que le volume 


proposé est la limite de la somme - 
E f(Tns Yn) AS, 


lorsque les dimensions des éléments As, tendent vers zéro dans 
tous les sens. Cette limite se représente par le symbole 


Ji (2), AS MOURSOT ET AE 


sa signification géométrique montre qu’elle est indépendante du 
mode de division de l'aire C en éléments, ainsi que du choix du 
point &», yh dans chaque élément. En particulier, si l’on divise C 
en éléments infiniment petits par des parallèles à Ox, distantes 
de dy, et par des parallèles à Oy, distantes de dx, l’élément 
d’aire do sera dx dy, et l'intégrale double s’écrira 


J 1 [Ca y) de dy. 


Ô. Théorème. — Il est clair que cette définition est tout à fait 
insuffisante, au point de vue analytique, comme l'était celle de 
l'intégrale simple par une aire. Mais on peut, en admettant la 
continuité de la fonction f(x, y) dans l’aire GC et sur son contour, 
et en supposant cette aire limitée, établir la proposition sui- 


: 


vante : 


St l’on décompose l’aire G, supposée d’un seul tenant, en 
éléments de surface As,, Aos,..;, Ag, .., el ST Zn, Yu esbUn 
point quelconque pris à l’intérieur de l’élément As», ou sur 
son contour, la somme 


Z fn: Vn) ASn) 


tend, lorsque les dimensions des éléments Ao, ont pour limite 
zéro dans tous les sens, vers une limite finie et déterminée, 
indépendante du mode de décomposition de l'aire CG et du 
choix des points Zn, Ya: 
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7. Pour le démontrer, suivons exactement la même marche 
que dans la théorie de l’intégrale définie (Tome I, n° 259), 

On commence par considérer un mode de décomposition parti- 
culier de l’aire C et un choix particulier des points x», 7,1. À cet 
effet on marque, sur les axes Ox et Oy, supposés rectangulaires, 
les points aux distances... —3, —2, —1, 0, +1, +2, +3, ..… 
de l’origine, et par chacun de ces points on mène les perpendi- 
culaires à l’axe correspondant; on divise ensuite chaque inter- 
valle, sur Ox et sur Oy, en deux autres égaux; par les nou- 
veaux points de division on mène encore des perpendiculaires ; 
et ainsi de suite. À chaque période de cette division, on a 
décomposé le plan en carrés égaux : soit alors, à un instant quel- 
conque, As, l’aire d’un de ces carrés compris entièrement dans 
l’aire C, ou la portion d’aire intérieure à C d’un carré non com- 
pris enlièrement dans C; si », est le minimum de f(x,7) pour les 
points +, y de l’aire As, et de son contour, on considère la somme 


D lin Non: 


et l’on démontre qu’elle a une limite finie et déterminée en 
observant : 1° qu'elle est inférieure à MC, M étant le maximum 
de f(x, y) dans l’aire GC, et C étant la valeur de cette aire; 
2° qu’elle croît quand l’on passe d’une division à la suivante. 
Soit Scf(x,y)ds la limite ainsi obtenue; on établit ensuite, 
en calquant les raisonnements du n° 260, Tome I, les corollaires 


suivants. 
Corollaire 1°. — Si l’on partage l’aire C en deux autres GC; 
et C>, par une ligne A, on a 


Sc — SC, + S Ca 


En effet, à un instant quelconque de la division de Paire en 
carrés, désignons par S, S1, S2 les sommes qui ont pour limites 
Ses Oc Sc; la différence S — S,—S, provient seulement des 
carrés ou portions de carrés intérieurs à G, et traversés par la 
ligne À. Soient s la somme des aires de ces carrés, M, le maximum 
du module de f(x, y) dans C et sur son contour; la différence 
S — 5, — 5, est évidemment, en valeur absolue, inférieure à 2M,s : 
or il est clair que s tend vers zéro avec les côtés des carrés, ce 
qui établit la proposition. 
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Plus généralement, si l'on partage l'aire C en p autres 


(1) SU DUT OCT ee PE OU 


Corollaire 2°. — Les mx étant compris entre le minimum, m, 
et le maximum, M, de f(x, y) dans C, on a évidemment 


NUS AT ZT Ne es ME AG,S 
et, à la limite, en désignant par C l’aire du champ C, 
NO SCY(L DATE ANT C, 


Sc (TM) ds =, 


d’où 


a étant compris entre m» et M. Comme f(x, y) prend la valeur 
en un point &, n de CG ou de son contour (Tome Ï, n° 8),on a 


(2) | Sc f(x, 7) do = CO f(E, n). 


C’est le théorème de la moyenne. 


Montrons enfin que la somme E f(x», y») As», où la loi de dé- 
composition de l’aire C et le choix du point x,, y» dans l’élé- 
ment As, sont arbitraires, a pour limite S.f(x,y)do. On a, 
DANONE) 

Sc f(æ, y) do = SAs,+ SA +... + SAg +. 
= Avi f(Ë1, n1) F...+Aos f(En mr). 


En) Nr étant un point de l’élément As, ou de son contour. On en 
conclut : 


(3) Zf(Tnr; Yn) An — Sc f(x, 7) do = EAon[ fn, Yn)—J(Én: Nn)l- 


Mais f(x, y) est uniformément continue (Tome I, n° 11) dans 
l'aire C : cette fonction admet donc, pour tout nombre e, un mo- 
dule de continuité uniforme n(e), c’est-à-dire que, si les diffé- 
rences æ'— x et y'—7 sont, en valeur absolue, inférieures, à n(e), 
la différence f(x', y')— f(x, y) estinférieure à e. Orles aires As, 
tendant vers zéro, 1l arrivera un moment à partir duquel chacune 
d'elles sera comprise dans un carré dont les côtés, parallèles aux 
axes, ont pour longueur n(e) : alors les différences +, — E, et 
Yn— M resteront, en valeur absolue, inférieures à n(e), puisque 
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les deux points £», nx et Zn, Ya appartiennent à l’aire As, ou à son 
contour; la différence f(xn, Yn)—f(Ën; nn), restera donc, en 
valeur absolue, inférieure à +, et l’on aura dès lors, d’après (3), 


mOd[E f(Tn, Yn) ASn— Sc f(X, 7) do]< eZ As, = EC, 


ce qui démontre le théorème. 

La limite dont l’existence est ainsi établie se nomme l'intégrale 
double de la fonction f(x, y), prise dans le champ d’intégra- 
tion C, et se représente par les notations indiquées au n° 5. 


8. Volumes. — Soit, dans l’espace, un solide fini, S, lirnité par 
une surface fermée, X. Désignons par Ox, Oy, O3 trois axes 
rectangulaires, sur chacun desquels nous marquerons les points 
de coordonnées entières, ..., —3,—92,—1,0, +1, +92, +3, 
Partageons chacun des segments obtenus en deux parties égales, 
puis chacune de celles-ci en deux autres égales, et ainsi de suite. 
À un instant quelconque de cette division, menons, par chacun 
des points marqués, des plans normaux à l’axe correspondant : . 
nous partageons ainsi l’espace en cubes égaux. 

On reconnaît, par des raisonnements semblables à ceux 


des n°° 1-2, 


1° Que le volume total des cubes intérieurs au solide S tend 
vers une limite V ; 

2° Que le volume total des cubes intérieurs à S et des cubes 
qui nordent sur S tend vers une limite V'; 

3° Que ces deux limites coïncident. 


Leur valeur commune, V, sera, par définition, le volume du 
solide S par rapport aux axes Ox, Oy, Oz. 

Il est aisé d’en donner une expression analytique. 

Considérons la tranche des cubes qui, à un instant quelconque 
de la division, est comprise entre deux plans successifs, normaux 
à Oz, de cotes 3 et z/ (3/> 3) : le solide S intercepte, sur le plan 
de cote 3, une portion d’aire 5(3). Or ceux des cubes de la 
tranche considérée qui sont complètement intérieurs à S ont 
évidemment un volume total inférieur à (3!— z)o(z); ceux qui 
sont intérieurs à S et ceux qui mordent sur S ont un volume total 
supérieur à la même quantité. En répétant le même raisonnement 
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pour toutes les tranches on voit que la somme 
(4) Z(z'— z)0(2), 


étendue à toutes les divisions 3'— 3 de l’axe des z, est comprise 
entre le volume total des cubes intérieurs à S et le volume total 
des cubes intérieurs ou mordant sur S : elle a donc pour limite le 
volume V du solide. D'ailleurs la somme (4), d’après sa forme 


même, tend, lorsque les divisions 3° — 3 décroissent indéfiniment, 

; | 

vers l’intégrale définie f s(z) dz, a et b désignant le minimum 
SAUCE 


et le maximum de la cote 3 d’un point de la surface limite du 
solide. On a donc 


b 
(5) v= f c(z) ds; 


et, si l’on procède par tranches normales à Ox ou à Oy, on 
trouve de même 


bi Da 


(6) V=f sta f (4, 


a, 9 


les notations n’ayant pas besoin d’être expliquées. 

L'expression (5) de V ne dépend évidemment que de la direc- 
on de l'axe des z; une remarque analogue s'applique aux 
expressions (6). Il en résulte que le volume d’un solide, tel que 
nous l’avons défini, est indépendant du choix des axes : car on 
peuttoujours passer en Lrois temps d’un système d’axes rectangu- 
laires à un autre de même origine, un axe étant laissé fixe à 


chaque temps. 


9. Autres expressions du volume. — Soit C la région du plan 
des æy à l'intérieur de laquelle se projettent les points du solide S ; 
à un instant quelconque, le plan des xy se trouve, d’après l'hypo- 
thèse, divisé en carrés égaux : appelons As l’aire d’un carré inté- 
rieur à GC, ou l'aire de la partie intérieure à C d’un carré mordant 
sur C. L'un et l’autre des carrés considérés sert de base à une file 
de cubes, parallèle à O z. Désignons par x, y les coordonnées d’un 
point de l’aire As; par À(x, y) la longueur totale interceptée par 
le solide sur la parallèle à l’axe des 3 issue de ce point : ceux des 
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cubes de la file envisagée qui sont intérieurs au solide ont un 
volume total évidemment inférieur à À(x, y)AT; en répétant le 
même raisonnement pour toutes les files qui rencontrent le solide, 
sommant et passant à la limite, on obtient ainsi l’inégalité 


VE ff AG y) do. 
A 


De même, en considérant les cubes de la file qui sont intérieurs 


au solide ou qui mordent sur lui, on trouvera 


V2 f [Aa y) de; 
C 


on a donc rigoureusement, puisque V'= V (n° 8), 


v=/f fin, 
/c 


ce qui exprime le volume par une intégrale double, car A(x,y) 
peut se calculer sans quadrature, dès qu’on connaît l'équation de 
la surface qui limite le solide. En procédant par files parallèles 
à Ox ou Oy, on obtiendra deux autres expressions analogues 


pour V. 


10. Intégrale triple. — L'intégrale triple se définit de la ma- 
nière suivante. Soit f(x, y, =) une fonction de trois variables 
continue à l’intérieur d’un corps ou volume {émuité, V; si l’on dé- 
compose V en éléments de volume, AV;, ..., AV,, ... et si 
Lny ny Zn St un point quelconque de l'élément AV,, la somme 


ZE f(Tns Vn) Zn) AVh 


tend, lorsque les dimensions des éléments AV, ont pour limite 
zéro dans tous les sens, vers une limite finie et déterminée, indé- 
pendante du mode de décomposition de V et du choix des points 


Th, Vns Zn: 
Cette limite se représente par le symbole 


JA Lier, sav, ou VAL, Y, 2) AV. 
Y 


En particulier si l’on divise le volume V en éléments infiniment 
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petits par des plans normaux à Ox distants de dx, à Oy distants 

de dy, à Oz distants de d3 (axes rectangulaires), l’élément de 
7 5 ' 

volume AV sera dx dy dz et l'intégrale triple s’écrira 


JE f(x, y, z) dx dy da. 


On démontre, comme dans le cas de l'intégrale double, que 
l'intégrale triple existe et a une valeur finie et déterminée, indé- 
pendante du mode de décomposition du volume V, ainsi que du 
choix des points æ», Yn, 3n. Il suffit que f(x, y, =) soit continue 
à l’intérieur et sur le contour du volume V, supposé lui-même 
limité dans tous les sens : ce volume est dit champ d’intégra- 
tion de l'intégrale triple. 


11. Remarque. — Pour définir une intégrale double ou triple 
il faut donc se donner, non seulement la fonction à intégrer, mais 


un champ d'intégration, aire pour “UE volume pour sb 


Analytiquement le champ est défini par une ou plusieurs iné- 
galités; par exemple, si le champ est l'intérieur du cercle 
x?+y?—= R?, on peut dire que l'intégrale double est étendue à 
tous les points +, y qui vérifient l'inégalité 


x? +y?— R?£ 0. 


L'existence de l'intégrale double ou triple n’a été établie qu’à 
la condition que le champ soit fini (c'est-à-dire n’ait aucun point 
à l'infini) et que la fonction à intégrer soit continue à l’intérieur 
et sur le contour de ce champ. On essaiera plus tard de s’affranchir 
de ces restrictions. 


II. — CALCUL DES INTÉGRALES MULTIPLES. 


12. Lemme I. — Décomposons le champ GC, d’une intégrale 
double, en rectangles, ayant leurs côtés parallèles aux axes de 
coordonnées, et cela d’une manière quelconque; faisons tendre 
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ensuite vers zéro, suivant une loi arbitraire, les deux dimensions 
de chaque rectangle. 
À un instant quelconque, l'aire C est ainsi décomposée en 


éléments As,, dont certains, ombrés sur la figure, proviennent de 
rectangles mordant sur C. Je dis qu’on peut négliger dans la 
somme 


(1) E f(Æn, Yn) An, 


dont la limite est l'intégrale double IEC y) do, les termes(!) 
| C 


qui correspondent à ces éléments ombrés. La limite de la nouvelle 


J fe na. 


La valeur absolue de la partie négligée est en effet inférieure 


somme sera toujours 


à Ms, M, désignant le maximum du module de f(x, y) dans 
l’aire C, et s la somme des aires ombrées : comme 5 tend évidem- 
ment vers zéro (?) en même temps que les dimensions de tous les 
rectangles, le lemme est établi. 

On verrait de même que l’on peut remplacer dans la somme (1), 
sans changer sa limite, chacune des portions ombrées (#) par l'aire 
totale du rectangle auquel elle appartient. 


Lemme II. — Soit l'intégrale simple = | o(y)dy, où 
s'és Lx 
l’on suppose y < y”, et où v(y) est une fonction continue de y. 


(') Ou quelques-uns seulement des termes. 

(?) Car, lorsque les dimensions des rectangles deviennent suffisamment petites, 
l’aire ombrée totale finit par rester comprise entre la courbe C et une courbe 
parallèle et intérieure à C, aussi voisine qu’on veut de C. 

(%) Ou quelques-unes seulement. 
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Désignons par 1,2, -.., hs «+, NP des quantités croissantes, 
arbitrairement choisies entre y! et y”; posons, pour la symétrie 
des notations, y'= 9, = "p41, et soient u4 et M;le minimum 
et le maximum de ©(Y) entre n7 et nxy1. Je dis que [ est compris 
entre les deux sommes 


Zelneri— xx et Zx(nxri—1n«)Mr. 


En effet on peut écrire 


li UE Qk+1 Np+i 
= f de +. fl SAONE ; 
Ao LP Nk lp 


et l’on a (Tome I, n° 263, 2°) 
Qk+1 
Gen momes fl SC) dre ne D ME 
AE 


ce qui, par addition des inégalités analogues membre à membre, 
démontre la proposition. 


‘ 


13. Calcul de l'intégrale double. — Cela posé, pour calculer 


= f fn à, 


nous admettrons, ce que l’on peut toujours réaliser par le partage 


l'intégrale double 


de l'aire C en plusieurs autres, que le contour du champ n’est 
coupé qu’en deux points, au plus, par toute parallèle à Oy (). 

Divisons le champ en tranches verticales par des parallèles 
à Oy; menées par leSMpoinls A RL AMEN MR ENTRE Pare 
des æ (fig. 5); æ, et X, sont les abscisses extrêmes des verti- 
cales qui rencontrent le contour du champ (x, étant inférieur 
à X6), Et Ti, ..., Lm, .+<. SOnt marqués arbitrairement en allant 
de x, vers X,. 

Considérons maintenant la tranche comprise entre les verti- 
cales Zm et Tm41; divisons-la en rectangles par des horizontales, 
dont les deux extrêmes passent par les points, d’ordonnées 7, 


(:) Pour simplifier le langage, on appellera verticales les parallèles à Oy; 
horizontales les parallèles à O x. 
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et y”, où la verticale +, rencontre le contour du champ 
(Yn <Ym); SOIENT Ni, Nas ce Ms ++, Np Les points de division 
sur cette verticale. 

Désignons par uxm et My» le minimum et le maximum de 
f(x, y) sur le segment nxnx4,; en vertu de la définition de Pin- 
tégrale J et du lemme I, J est la limite commune des deux sommes 


doubles 
D) dm: er: Tm)(Nk+1 WT n#) km 
k 


nm 


D DE ar Cm) (nx+1 Se n4%) Mxrm: 
k 


nt 


EL 


Dans chacune de ces sommes, considérons les termes qui cor- 
respondent aux rectangles de la tranche æ»æm»,,; le facteur 


Lmi1 — Lm leur est commun et peut sortir du signe som natoire X4, 
de sorte que les deux sommes s écrivent 


En Ton va TE 1480 2x (xt Æ NX) km Dr (Tm+1—TLm) Ex (nx+1 rh n4) Me 


Or pm et Myn sont le minimum et le maximum de f(x, y) sur 
le segment nxnx41, C'est-à-dire de la fonction f(æ», y), lorsque x» 
étant regardé comme constant, y varie de x à nx41. Donc, en 
vertu du lemme IT, on a 


4 
m 


(2) Zx(nx+1— NX) cm f (Em, #) dy Es Zx(nx+1 ST 1x) Min: 


14 
Ym 


étant bien entendu que dans l’intégrale [ Hs Mie TntesL 


Ym 
regardé comme une constante et que la variable d'intégration 
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est y. Cette intégrale est dès lors une fonction de æ», dont 
dépendent aussi ses limites y, et y,,; appelons-la F(x»), en 
posant (*) 
mn 
(3) [Cam 9) dy = (em) 
re 

Multiplions maintenant par Zmy1 — Zm (quantité positive) les 
trois membres des inégalités (2), et faisons la somme pour tous 
les intervalles TmXm41 : nous voyons que la somme 


Z(Tm+1—%Æm) F(Zm) 
est comprise entre les deux sommes 


Zn (Tm+1 = Tm) Zx(nx+1 = nk) Fkxm 


E n(Tm+1 ou Tm) 2x (n%-+1 a Nx) M x. 


Mais, comme on l’a dit plus haut, ces deux dernières ont 
pour limite l'intégrale double J, lorsque les intervalles zyxm:: 
et nxnxu tendent vers zéro; la première somme a évidemment 


X9 
pour limite l'intégrale simple Î F(x) dx, et l’on a dès lors, en 


e X'o 


remplaçant F(x) par sa valeur (3), 


Xo Xo 4 
(4) J =} F2) ar= | ar] [ fa rrar | 
x x ‘s 


0 


y'et y” étant les ordonnées des points où la verticale d’abscisse x 
rencontre le contour du champ. 

On voit ainsi que l’intégrale double se calcule à l’aide de deux 
quadratures simples successives; dans l’intégrale simple en y, que 
l’on calcule d’abord, x est traité comme une constante, comme 
on l’a dit plus haut, de sorte que cette intégrale est une fonc- 
tion de +, qui figure aussi dans ses limites y’ et y”. La fonction 
de æ obtenue ainsi doit ensuite être intégrée par rapport à x 
entre æ, et X,, ces deux limites étant des constantes-absolues. 


14. Remarque I. — Le résultat aurait été le même, puisque 


(') Il est facile d'établir que F(x) est une fonction continue de x, entre x, 
et X,, si y’ et y” sont elles-mêmes des fonctions continues de æ dans le mème 
intervalle, extrémités comprises. 
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l'intégrale double à une valeur unique, si l’on avait procédé par 
tranches parallèles à Ox. Si donc y, et Y, sont les ordonnées 
des parallèles extrêmes à Ox qui rencontrent le contour du 
champ, et x’, x" les abscisses (fonctions de y) où le contour est 
coupé par la parallèle à O x d’ordonnée y, on aura () 


Go [al fre nar|= [al [renal 


15. Remarque II. — Dans le cas où le champ d'intégration est 
un rectangle ( fig. 6), compris entre les parallèles aux axes 


D ON — DL CO V=dit(a<b; cd), 


y" 
les limites y’ et y” de l'intégrale JL f(x, y) dy sont indépen- 
Là 6 


dantes de x et égales à c et d; x, et X, sont a et b. De même, 


au second membre de (5),les limites y, et Y,, æ'et x”, sont aussi 
cet d, a et b, de sorte que la formule (5) devient 


['afrene- fe f sen 


ce qu’on exprime en disant que : 


Entre des limites constantes, on peut renverser l’ordre des 
intégrations. 


Mais on ne peut le faire avec sécurité que si la fonction f(x, y) 
est continue dans le rectangle, supposé lui-même fini, car l’exis- 
tence de l’intégrale double n’est établie que dans ces conditions. 


(1) En supposant que les parallèles à O x coupent le contour du champ en deux 
points au plus. 


H. — II, 2 
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Règle. — Æn résumé, voici la règle à retenir pour le calcul 


de l’intégrale double Les y) dx dy. 


fa RACE 


dans l'intégrale / (x, y) dy, que l'on calcule d’abord, x est 


regardé comme constant, et les limites sont les valeurs de y qui 
correspondent aux deux points du contour du champ dont 
l’'abscisse est x, la limite inférieure étant la plus petite de ces 


deux valeurs; dans l’intégrale J az pre Y) dy | que l’on cal- 
cule ensuite, les limites sont la plus petite et la plus grande valeur 
que prend x sur le contour du champ. 


On écrit 


16. Calcul de l'intégrale triple. — Pour calculer 


TL fr sav ou os f(x, y, z) dx dy dz, 
UV 4 


on peut raisonner exactement comme on vient de le faire dans le 
cas de l'intégrale double; toutefois, pour abréger, nous présente- 
rons la démonstration sous une forme moins rigoureuse et plus 
sommaire : il n’y aurait aucune difficulté à rétablir la rigueur. 

Admettons encore, ce que l’on peut toujours réaliser par le 
partage du champ en plusieurs autres, que la surface qui limite le 
volume donné V n’est coupée qu'en deux points, au plus, par 
toute parallèle à l'axe des z. 

Divisons le champ V en tranches verticales, par des cylindres 
juxtaposés, n’empiétant pas les uns sur les autres, et de généra- 
tices parallèles à Oz (fig. 7). 

Soient ds l’aire de la section (droite) d’un de ces cylindres par 
le plan des xy; x, y les coordonnées d'un point pris à l’intérieur 
ou sur le contour de cette aire; z/ et 3” les cotes des deux points 
où la verticale du point x, y coupe le contour du champ. 

Décomposons maintenant la tranche verticale considérée en 
éléments de volume infiniment petits par des plans normaux à Oz, 
distants de dz3. S1 3 est la cote d’un point d’un de ces éléments, 


CHAPITRE I. — INTÉGRALES MULTIPLES. 19 


dont le volume est ds dz, le terme de l'intégrale triple qui cor- 
respond à l’élément envisagé est f(x, y, z) ds dz; la somme des 
termes analogues qui correspondent aux éléments du volume V 
situés à l’intérieur du cylindre considéré est évidemment, à la 
limite, 


(6) ds [ f(æ, », 2) ds, 


x et y étant regardés comme constants dans l'intégrale en z. Il 
faut faire maintenant, pour avoir la valeur de l'intégrale triple, la 
somme des expressions (6) qui correspondent à toutes les tranches 


Fig. 7. 


2,4 


4 


verticales comprenant des points du volume V : cette nouvelle 
somme s'étend par suite à toutes les aires do et à tous les points x,y 
situés à l’intérieur du contour apparent, C, du volume V sur 
le plan des xy. Le résultat de la sommation est donc, à la limite, 
l'intégrale double 


Jfal rer sal 


prise dans le champ GC; ce champ, répétons-le, est l’intérieur 
du contour apparent du volume V sur le plan des xy, ou encore, 
la région du plan des xy à l’intérieur de laquelle se projettent les 
points de ce volume. 

Sous le bénéfice de cette définition, on a donc 


1 RAGE oardyds= [ [are [rar | 


et l’on ne devra pas oublier : 


1° Que z/ et 3” sont fonctions de x et y; 
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2° Que x et y sont regardés comme constants dans l’intégration 
par rapport à 3. 

On calculera ensuite l'intégrale double par la règle donnée plus 
haut. 


17. Remarque. — Si le volume V est l’intérieur du parallélé- 
pipède rectangle P, dont les arêtes sont parallèles aux axes et dont 


les faces ont pour équations 


A 


Xe tr, Ne. MARNE PRET Li Gr: LCR 


on a évidemment, en appliquant la règle ci-dessus, 


REC de [af eo fra 3) dz; 


les limites sont donc toutes des constantes absolues. Les intégra- 
tions commencent, comme toujours, par la droite. 


Par exemple 


CA Da Ca 
[ff asarayas= f ax f dy [| Ty dz, 
P en b, C4 


et, puisque x et y sont regardés comme constants dans l'intégrale 
en 3, ainsi que x dans l'intégrale en y, on peut écrire 


da ba Ce 
f 7% az [ Y dy | z'a3, 
en b Ci 


c’est-à-dire 


De même 


TRECEUrOILZ 
= free [una [lime 


1 1 


le second membre étant ainsi le produit de trois intégrales 


simples. 
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III. — APPLICATIONS. 


1° Volumes. 


18. Expressions diverses. — D’après le n° 9, le volume d’un 
solide, S, qui se projette à l’intérieur de la région finie C du 


plan des æy, s'exprime par l'intégrale double 


(1) VA \(æ, y) de dy, 


ÀA(x désignant la longueur interceptée par le solide sur la 
) » O O P P 
parallèle à O z d’abs cisse x et d’ordonnée y (axes rectangulaires). 


En particulier ; 


1° Le volume compris entre le plan des xy, la surface 
z— f(x, y), et le cylindre droit qui a pour base la courbe 
fermée, C, du plan des xy, a pour expression 


(2) fre de dy, 


en supposant que toute parallèle à O 3, ayant son pied à l’intérieur 
de C, ne rencontre la surface 3 — f(x, y) qu’en un point. 

2° Pour un solide se projetant dans la région C du plan des æy, 
et coupé en deux points, de cotes 3, (x, y})et z:(x, y), par la 
parallèle à Oz issue de tout point (x, y) de cette région, le 


volume est 


) ffeen-atntare RSS 


[ee] 


( 


Enfin, si l’on peut calculer directement l'aire, 5(3), que le 
solide S intercepte sur le plan normal à Oz, de cote z, le volume 
de ce solide (n° 8) s'exprime encore par l'intégrale simple 


b 
(4) ci o(z) dz, 


a et b désignant le minimum et le maximum de la cote z, sur la 
surface limite du solide. 
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Remarque. — Il est clair que le volume du solide S est égale- 
ment donné par l'intégrale triple 


(5) LE dx dy dz, 
S 


car celle-ci, par définition, est la somme des éléments de vo- 
lume AV, intérieurs au solide. Elle se ramène d’ailleurs immé- 
diatement à l'expression (1). 


Donnons quelques apphcations de ces formules. 


19. Volume du tétraèdre. — En menant la hauteur SO d’un 
tétraèdre SABC, on. décompose le tétraèdre en trois autres, de 
sommet S, ayant pour bases respectives les triangles OAB, OAC, 
OBC. Il suffit donc de savoir calculer le volume d’un tétraèdre, 
SOAB par exemple, dont une arête est en même temps hauteur. 


Le point O étant l’origine (fig. 8), OS l’axe des 3, OA l'axe 


Fig. 8. 


des x (axes rectangulaires), et la longueur OA étant prise pour 
unité de longueur afin de simplifier les formules, posons OS — c, 
et soient 

MP LEO; Uy —(T—1)=0, 
les équations des droites OB et AB dans le plan des æy. 


Le volume du tétraèdre SOAB est donné par l'intégrale 


double (2) 
JE z dx dy, 
OAB 


où z est la cote du point d’abscisse æ et d'ordonnée y, dans le 
plan SAB. Ce plan ayant pour équation 


” 


Gt ORNE 0 
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le volume cherché, V, a pour expression 


v=/ff c(it—x+uy) dx dy, 
” OAB 


le champ étant l’intérieur du triangle OAB. Pour faire le calcul, 


écrivons suivant la règle 


Ve [ay fa-a+ Ly) dx. 


Les limites de l'intégrale en x sont les valeurs de l’abscisse x 
qui correspondent aux points P et Q où la parallèle à Ox, d’or- 
donnée y, coupe le contour du champ; ce sont donc my et 1+uy ; 
quant aux limites de l'intégrale en y, ce sont o et l’ordonnée du 


: HG I Ur, 
point B, c’est-à-dire + Ainsi 
MH Le 


1 


m—W 1+UY 
= dy [ (1—x+uy)dxr, 
0 my 


y étant regardé comme constant dans l'intégrale en x. Effectuons 


les calculs; il vient 


1 


m—4t. | 1+UYy 
=c f dy[(+ bye 1e] 
+/0 2 


my 
1 1 


27 (vue HÉPUDE AY) 0 es c 
FERA 1 2 115 3(1— mn) o  6(mMm—h) 
L’aire de la base OAB étant En et la hauteur SO étant c, 


on retrouve Pexpression classique du volume du tétraèdre. 


20. Remarque. — On a commencé par l’intégrauon en z; on 
aurait pu commencer par celle en y et écrire 


V=c far fG—2+uydy. 


Les limites pour l’intégrale en y sont les ordonnées des points 
où la parallèle à Oy, d’abscisse +, coupe le contour du champ; 
la limite inférieure est o, mais la limite supérieure est l'y de la 
droite OB, ou l’y de la droite BA, selon que x est plus petit ou 
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plus grand que OH, en désignant par H le pied de la hauteur BH. 


Il faut donc décomposer l'intégrale en deux 


PEL. 


, . . . , A nm 
el écrire successivement, puisque OH est égal d 


sl 
m—h 


XL 


JA tre az © (i—x+uy)dy, 
OBH 0 0 


x —1 


[= IS ns (i—x+uy)dy. 


IL 


Les calculs s’achèvent alors sans difficulté. 


21. Volume de l’ellipsoïde. — Soit l’ellipsoïde 


—[—=0; 


la section de cette surface par le plan normal à Oz, de cote 3, est 


l’ellipse 
x? r2 g? 
J le — 


a? b2 c? 


z étant regardé comme une constante. Les demi-axes de cette 
ellipse sont 


son aire, c(z), est donc 
32 
sab(i— a)" 


On aura dès lors le volume de l'ellipsoïde par la formule (4) : 


+c 40 dr / 
ie Je o(z) dz = rab (1-5) = rab(ac 5 )= Srabe. 
3 €? 


nie 


2° Centres de gravité. 


22. Définition. — On définit les coordonnées &,.,€ du centre 


25 
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de gravité d’un corps homogène, V, par les formules 


f [fi « dx dy ds ff fr dx dr ds 
y RE . /V A: eV 
DE NET 
J ff ar dr a ff dx dy dz 
V V 


ner 
[JL + ïE 


les intécrales triples étant toutes prises à l’intérieur du corps V 


5 
D'ailleurs l'intégrale HA dx dy dz, qui figure au dénominateur, 
v 


est le volume de ce corps. 
23. Exemple. — Centre de gravité d’un demi-ellipsoide. — 


Considérons (fig. 9) l’ellipsoïde 


æ? 2 Z 
Dés nel: 


proposons-nous de déterminer le centre de gravité de la portion 


de ce volume située en avant du plan des zx 


Par raison de symétrie, le point cherché sera sur l’axe des y; 
il suffit donc de calculer sa coordonnée n. D'ailleurs le volume du 


demi-ellipsoïde étant =rabc, on aura 
2 
; Tabcr = [ ff > de dy as, 


l’intécrale ayant pour champ le demi-corps. Ecrivons 


Sraben= [ [ dras [ y dy. 
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Les limites, pour l'intégrale en y, sont o et l’ordonnée du point 
où la parallèle Oy, d’abscisse x et de cote 3, coupe l’ellipsoïde, 
en avant du plan des zx; l’équation de l’ellipsoïde étant 


k 
er CS del 


x? g? 
oi FN 7 
a? C4 
Quant au champ de l'intégrale double en x et z, c’est évidemment, 


dans le plan des x3, l'intérieur, GC, de l’ellipse principale AB A’. 


Ainsi, en effectuant 1 intégralion par rapport a y, ona 


b? 2 2 
Srabon= f [dede (EE). 
+ Ê 2 a? ce? 


Calculons l’intégrale double dans C. Les limites pour z, quand x 


; VE FH 7 see 
est donné, sont — |/ Éd l'A ER les limites de x 


sont ensuite — «& et + a; donc 


b? «A 
= Faber — | ax | 


12|co 


On calcule l’intégrale en x par le changement de variable 
Lg 


2 
Ta COSY, d'où Sran= Gba sint® do; 
0 


ÉE 


d’après le n° 973 du Tome I, l'intégrale simple est égale à 


TT 


Hg, 
donc : 


TE 0 Le; c’est-à-dire = D. 
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24. On définit de même le centre de gravité d’une aire plane, C, 


par les formules 
ff + dx dr f [rar ay 
CAR BAL C4 


E = ——" —— 


- 1 = —————— ; 
f far ff aray 
e/C e/C 


et l’on a ainsi à calculer trois intégrales doubles; celle qui figure 
en dénominateur est l’aire du champ C. 


3° Moments d’inertie. 


25. Définition. — On nomme moment d'inertie d’un élément 
de volume par rapport à une droite le produit de la masse de 
l’élément par le carré de sa distance à la droite; le moment 
d'inertie d’un corps est la somme des moments d'inertie des élé- 
ments de volume qui le composent. Si donc V est le corps, si 
est la densité de l’élément dV, r sa distance à la droite, le moment 
d'inertie du corps V sera 


EN re 
à 


Pour uu corps homogène, un — const.; et tout revient à calculer 


re 


26. Exemple. — Moment d'inertie d’un prisme rectangu- 
laire par rapport à un de ses axes. — Soit le prisme d’arêtes 
24, 2b, 2c, dont le centre est l’origine, et dont les arêtes sont 


l'intégrale triple 


parallèles aux axes. Son moment d'inertie par rapport à Oz est, 


Jo fo f (x? + y?) dx dy dz; 
le 


et, puisque le champ est un parallélépipède rectangle de faces 


en faisant L —1, 
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parallèles aux plans de coordonnées, on a (remarque du n° 17) : 


+a + b +c 
li= [ az f dy [ (æ?+ y?) dz 
— 4 — b + 
<e + D 
sf de | (x? + y?) dy 
_—4a —b 


+ a LE Up En tt b2 8 
ve [ ar (ay + 7) = ébe [ (a+) de = Fabo(ar+b?) 
—a 


=) \ 


I 


IV. — CHANGEMENT DE VARIABLES DANS UNE INTÉGRALE 
MULTIPLE. 


27. Coordonnées polaires. — Nous traiterons le cas de l’inté- 
grale double en considérant d’abord un exemple particulier. 


1= ff fe, y) dx dy, 


prise dans un champ limité C, on fait le changement de variables 


Dans l'intégrale 


T = p COS, PE iD ein, 


et l’on demande l'expression transformée de I, en s et w. 
L'intégrale proposée s'écrit ff f(x, 7) ds, ds étant l'élément 


d’aire du plan : or, si l’on divise le champ en éléments, par des 


circonférences ayant pour centre l’origine et par des rayons issus 
de ce centre ( fig. 10), l’aire ombrée, comprise entre les circonfé- 
rences de rayons o et p + do, et les rayons d’angles polaires w 
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et wù + dw, a pour expression rigoureuse (différence des aires de 
deux secteurs) : 


Not 


« 


(o + dp }? dw — = p° duw = p do dw -- = de? du. 


D | = 


Or l'intégrale I étant, par définition, la limite de la somme 


2 f(p cosw, p sinw) Ao, 
on aura 


hr ÊTE cosw, o sinw)p dp dw + 25 f de? du]. 


Dans cette expression, la seconde somme a pour limite zéro 
quand les do et dw tendent vers zéro. En elfet, soient M, le 
maximum du module de f(x, y) dans le champ C, et A l’aire du 
champ (A) en p, w qui correspond à C, c’est-à-dire l’aire de la 
région d’un plan où reste le point de coordonnées cartésiennes rec- 
tangulaires, p, w quand le point x, y reste dans C: dès que les do 
sont inférieurs à e, le module de la seconde somme est inférieur à 


1 + A: 
- Mie Ed: dw, ou à -M,eaA, 
F 2 


ce qui démontre la proposition, car le champ A est fini lorsque le 
champ C l’est lui-même. 
Quant à la première somme, elle tend évidemment vers l’inté- 


JF fe cosu, p sinu)2 de du 


prise, en coordonnées cartésiennes rectangulaires, dans le 
champ (A). 


T'el est le résultat demandé : d’ailleurs pour calculer l’inté- 


grale double 


grale transformée en po, w, 1l n’est pas nécessaire de passer par 
l'intermédiaire du champ (A) : grâce à la signification géométrique 
simple des coordonnées polaires, il est aussi aisé de se servir du 
champ C. On a en effet, en appliquant la méthode générale de 
calcul d’une intégrale double, 


[= fau [ fee; 


les limites de l'intégrale en o sont les valeurs extrêmes que prend 
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le rayon vecteur lorsque l'angle polaire à la valeur w; ce sont 
donc( fig. 11), p = OM' et o"— OM; les limites de l'intégrale en w 


sont w, et Q,, minimum et maximum de l’angle polaire pour tout 
le champ. Ainsi 


O, p" 
du f J (ep cosw, p sinw)p do. 


= f 
OR p 


28. Remarque. — Cet exemple montre qu’on ne doit pas rem- 
placer dx et dy dans [I Ar) dx dy par leurs valeurs obtenues 


en différentiant les équations æ = 9 cosw, y — o sinw, du change- 
ment de variables; cette opération, d’ailleurs, conduirail à un 
résultat sans signification, puisqu'elle introduirait des termes 
en do? et dw?, et non pas seulement un terme en db du. 


29. Cas général. — Si l’on a à faire le changement de variables 


La L4 


général, 
m=çQ(u,v), y =Y(u,p#), 


on pourra raisonner d’une manière analogue, en divisant le plan 
à l’aide des courbes u = const. et 6 — const. : la courbe 4 — y 
est celle dont on obtient l’équation en faisant w — us dans les 
deux relations précédentes, et éliminant # entre ces relations; 
on définit de même la courbe p = 94. 

Or il est aisé de trouver la valeur principale, do, de l’aire 
ombrée (fig. 12) comprise entre les courbes (4) de paramètres 
u et u + du, et les courbes (») de paramètres ? et 6 + dv : le plan 
peut être en effet regardé comme une surface définie paramétrique- 
ment par 


æ=vp(u,r), Fr =W(u;e); a 10 
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et l’on a trouvé, pour la valeur principale cherchée (1) (Tome I, 
n° 418), 
ds = du deÿA2+ B?+ C?. 


LE PR GRR PE st l s 
Ici PS D C est donc le Jacobien, J(u,v), des 


u+diu 


deux fonctions ow(u, ») et V(u, pv); d’ailleurs À = B— 0. On a 
donc, pour la valeur exacte de l’aire considérée, 


As = du dp[modJ{u,e)+ su], 


env désignant une quantité qui s’annule avec du et dv; et de là 
résulte pour lintégrale proposée, 


L= ff (7) ds 


[= lim ZE f[o(u,e), V(u, v)] modJ du dv + lime f.e,, du do. 


Pexpression 


La première somme a pour limite l'intégrale double 
[fret pe), L(u,e)] modJ(u, +) du dv, 


prise dans un champ en w, P facile à déterminer; pour établir 
que la seconde a pour limite zéro, il faudrait montrer que mode, 
reste, pour toutes les valeurs de w, # comprises dans le champ, 


() On pourrait opérer autrement en observant que l’aire curviligne MNQP à 
pour valeur principale le double de l’aire du triangle rectiligne MNP. Or les 
points M, N, P ont respectivement pour coordonnées (aux-infiniment petits près 
0x dY 0x 0Y 
— du, Y+ << du; & + — dv, y + <= dv; l’aire 
Ole C0) Ju ef à ut: CLABEIME HMS 
du triangle est par suite, en vertu de son expression connue par un déterminant, 


égale à + du do mod J(u, v), en valeur principale. 


du. second ordre) æ, y; æ+ 
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et à partir de valeurs suffisamment petites de du, dv, inférieur à 
un nombre donné, a, si petit soit-1il : sans cela, on ne sera pas 
sûr que la seconde somme tende vers zéro (voir un cas analogue 
au n° 315 du Tome 1). La démonstration serait délicate et s’éten- 
drait difficilement d’elle-même au cas de l’intégrale triple; 1l sera 
plus simple de suivre une autre méthode et de fractionner la 


question. 


30. Première partie. — Supposons d’abord qu’on ne change 
qu'une seule des deux variables, y par exemple, en posant 


(1) 7 =F(x, u), 


u étant la nouvelle variable remplaçant y; il s’agit de chercher 
l'expression, en x et u, de l'intégrale 


= ff en dr à. 


On peut admettre, sans restreindre la généralité, que la fonc- 


LA 0F L2 LA à . 
tion . garde un signe constant dans le champ d'intégration en 


0F Q S F) A 
effet, JA estune fonction de x et de u, et, par suite, d après (1), 
c’est une fonction de x et de y, soit ©(x, y); or, la courbe 
o(æ,Y) 10 
divise le champ primitivement donné en champs partiels, dans 


3 : ET AMOE u 
chacun desquels la fonction +, c’est-à-dire 5° conserve le même 


signe, et il suffira de supposer d’abord que C est un des champs 
partiels. 

Cela posé, regardons æ et y comme les coordonnées rectangu- 
laires d’un point dans un plan P, x et w comme les coordonnées 
d’un point dans un plan P’, et établissons entre les points de P et 
de P’ la correspondance suivante. À un point M'(x,u) de P', fai- 
sons correspondre le point M de P, qui a même abscisse, x, et 
qui a pour ordonnée la quantité y définie par (1),y7 =F{(x, u). 

Lorsque le point M ( fig. 13) reste à l’intérieur du champ C, le 
point correspondant M’ reste à l’intérieur d’un champ C; il est 
clair que si M est sur le contour de C, M'est sur le contour de C’; 


à 
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de plus, pour les deux champs C et C’, les abscisses extrêmes 
æ, et X, sont évidemment les mêmes : on admet essentiellement 
que la correspondance entre les points des deux champs est unt- 
voque, c'est-à-dire qu’à un point æ, w de (ne répond, par (1), 
qu'un point +, y de GC, et inversement. 

Cela posé, on peut écrire l'intégrale I : 


Xo J'2 
(2) LÉE f de | f(x, F) dy (FY1< 2h 


Yi et V2 étant les valeurs de y qui correspondent, sur le contour 
du champ C, à la valeur x de l’abscisse. 


Y2 
Or, dans l’intégrale [ f(x, y) dy, x est regardé comme con- 


Ya 


stant; si donc on pose y — F(x, u), on aura dy — T du, et, par 
suite, 
A ] J'a UE) dF 
(3) forenaf fera 
Yi TEA 


u, et u, étant les-valeurs de & qui répondent par y = F(x, u), 
aux valeurs y, et y: de y; ce sont, en d’autres termes, les & des 
points du plan P' qui correspondent aux points (x, y,;)et(x, 2) 
du plan P. 
Soient U, la plus petite, U, la plus grande des quantités w,, 4; 
H. — II. 3 
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je dis que l’on a 


F: oF Le dF 
JL ends f f(æ,F)mod( 5) du. 


1 


Car la relation 


. 0F Ne < x 
montre que, si = est positif dans le champ, w croît en même temps 


que y (æ étant constant), el, comme on a Yi << Y», On aura 
Ui < U, 


c'est-à-dire que 
ui = Ui, Us = Un, 


4 


s ne k . 0F ADR 
et la relation (4) est évidente. De même, si Ja est négatif dans Île 


champ, w décroît quand y croît (x élant constant), et, comme 


On a Yi LL Y2, ON aura 


d’où 


Ui > Ua, 
Ut 10»; Us = UÜ;, 


et la relation (4) est encore évidente. 
Donc enfin, en vertu de (2), (3) et (4), 1l vient 


Xo U: 
I — il ae | J(æ, F) mod ( ) du. 
PATR U, ou 


Si maintenant on se reporte à la figure 14, on voit que le 
second membre de (5) n’est autre chose, d’après sa forme même, 


SX 
Qt 
Le 


que l'intégrale double 


Je F) mod (5 ) dx du 


prise dans le champ C’; car, pour calculer cette intégrale, la 
règle générale conduit précisément à écrire le second membre 
dede) 

On a ainsi résolu le problème, c’est-à-dire trouvé la forme de 
l'intégrale donnée en introduisant les variables x et w : observons 


. 0F ; : 
maintenant que = n'est autre chose que le Jacobien des anciennes 


variables, x el y, par rapport aux nouvelles, x et u. Les formules 
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4 
de transformation 
T=T, Y — Ex, u) 
donnent en effet 
I O 
0F 
EE 
d(x, u)  — ou 
0 du 
La formule finale est donc 
(6) TN) HE A) dr dr fre F) mod 5220 dr du. 
Remarque. — Cette formule est indépendante du signe con- 


Ld 


0F / , 
stant que == a été censé garder dans le champ C; on en conclut 


MR SE 
qu’elle est vraie même si — change de signe dans le champ. 


: F : 
En effet, supposons que, dans la partie C, du champ, _ soit 


positif, et que, dans la partie GC», il soit négatif. La formule (6) 
étant vraie pour les champs C, et C;,on a 


fee dx à = [ 0 Ste, Po moût ax du 
JL fer n ar dy = ff) fe, F) mot az du 


d’où l’on tire, en ajoutant membre à membre, 


Jen dx dy = ff f(e, F) moût ax du, 


C'étant le champ total, C, + C,, en x et w, qui répond au champ C 


en æ el y. COS FIND: 


31. Seconde partie. — Changeons maintenant les deux va- 
riables x et y; soient w et v les nouvelles variables. 

Si nous prenons d’abord pour variables, à la place de x et y, les 
variables x et u, nous aurons, comme on vient de le voir, 


JL en de à = ff fe, 7) mod 2 ax du, 


y étant remplacé, dans la seconde intégrale, par sa valeur en x et w, 
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et C/ étant le champ des systèmes de valeurs de +, w qui corres- 


pondent aux valeurs x, y du champ C. 
Prenons maintenant comme variables, à la place de x et de u, 
les variables & et »; nous aurons, toujours d’après (6), 


PC y) mod ET TD dx du 
k 


_ = | Ê JC, j)mod ED 2'mo od TE TES du dv, 


C” étant le champ des systèmes de valeurs de w, 6 qui corres- 
pondent aux valeurs +, & du champ C’, c’est-à-dire aux valeurs 
æ,.y du champ C. 
Or, d’après une propriété fondamentale des jacobiens (T. I, 
n° 49), on a 
d(æ, y) d(x, u) OUT: eh 
O(æ,u) d(u,v)  d(u, y 


ce qui donne finalement 


Je naar = ff en moa? fe a du de, 


æ et y étant, au second membre, supposés remplacés par leurs 
valeurs en « et » : c’est le résultat trouvé, moins rigoureusement, 
au n°29; 


Voici donc la conclusion. 


32. Règle. — Pour changer de variables dans une intégrale 
double 


Hi f(x, y) dx dy, 
C 


on substitue à x et y, dans f(x, y), leurs valeurs en fonction 
des variables nouvelles u et +, et l’on remplace dx dy par 
modJ du de, J étant le jacobien de x et y par rapport à 
u el +. 

Le champ de l’intégrale nouvelle est l’ensemble des systèmes 
de valeurs de u, v qui correspondent aux systèmes de valeurs 
de x, y compris dans le champ primitif C. 


Ainsi, le champ C étant défini par une ou plusieurs inégalités 


(7, Y)>o, pa(r, Y)>0, ….., 
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le champ nouveau sera défini par les mêmes inégalités, où l’on 
suppose æ el y remplacés par leurs valeurs en wet pv. 


33.*Remarque. — Les démonstrations précédentes supposent 
qu'à un point (x,7) du champ primitif C correspond un et un 
seul point du champ nouveau en w, #, et inversement. S'il en est 
autrement, on décomposera le champ primitif en champs partiels, 
de manière à vérifier la condition indiquée. 

Par exemple, si C est l’intérieur du cercle x?+ y?—R?= 0, 
et si l’on pose 


on décomposera le cercle en quatre quadrants, par les axes de 
coordonnées; à un point (4,6) correspond alors, dans chaque 
quadrant, un seul point x, y, el réciproquement. 

L'intégrale double donnée sera ainsi la somme de quatre autres, 
à chacune desquelles on appliquera séparément la règle du chan- 
gement de variables. 


34. Intégrale triple. — La règle est la même pour une intégrale 
triple ; on remplace dx dy dz par du'de dw modJ, J étant le jaco- 
bien de x, y, 3 par rapport à uw, v, w. La démonstration est sem- 
blable à celle qui précède. 


Applications. 
3). Coordonnées polaires. — S1 l’on pose 
Ti P.CO0S 0: Y =psInv, 
on trouve 
2(%, y) 
pes PME QE 
2(P,&) 


et, comme 2 est essentiellement positif, dx dy doit être remplacé 
par o do dw, ainsi qu’on l’a trouvé au n° 27. 

Comme application, cherchons le centre de gravité du demi 
cercle C, de rayon R, tangent à l’origine à l’axe des y ( fig. 15). 
Ce point est évidemment sur la parallèle à O7 menée par le 
centre D; il suffit donc de calculer son ordonnée n. 
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On aura (n° 24) 


ns JIM 
 [fad SR ALES 


car l’aire du demi-cercle, qui est le dénominateur de n, est 
I 

-rR?. 

2 


Transformons l’intégrale du numérateur en coordonnées po- 


Kig-219: 
x 
M 
CS x 
(e) (a) A 


laires; 1l vient 
=mR?r = j p? sinw dp du. 


Commençons à intégrer par rapport à p, en écrivant 


2rRn= fsinv de f 63 de. 


Les limites de l'intégrale en p sont o et OM, valeurs de p qui 
correspondent à l’angle polaire w sur le contour du champ; les 


A SPC) T x 
limites de l'intégrale en w sont o et > valeurs extrêmes de l'angle 


polaire sur le contour (n° 27); et, comme OM — 2R cosw, 1l 
vient 


T 
2R cos w 


T 
2 2 
SeRne f sin du ff pds f 8 R3 cos3w sinw dw, 
ï 0 0 3 / 


T T 
3 2 k 2 
d ; COS* uw I 
EPA cos w sin w dw — — | 
16 = R ; 4 2 /0NB 


d’où, finalement, 


36. Remarque. — Si le champ Cest la région comprise entre 
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les deux cercles de rayons R, et R, qui ont l’origine pour centre, 
et entre les deux rayons vecteurs d’angles polaires w, et w, 


(fig. 16),ona 


ü) R,; , 
[fe v) de du = f du f fe: w), 
C (OP Ro 


les limites étant des constantes absolues. 
Car les valeurs de p qui correspondent, sur le contour du champ, 


à l'angle polaire w, sont R, et R,; les valeurs extrêmes de w sur 
le contour sont w, et w4. 


On peut dire aussi que le’champ est défini par les inégalités 
Wo£w£uw,  R£<p£RA, 
c'est-à-dire que, si w et p sont regardées comme les coordonnées 


rectangulaires d’un point d’un plan, le champ est l’intérieur d’un 
rectangle de côtés parallèles aux axes (ig. 17). Donc (n° 15) 


Frein 


les limites sont KR, et R, pour l’intégrale en p, w, et w, pour l’in- 
tégrale en w. 

Les coordonnées polaires seront donc très avantageuses quand 
on aura à calculer des intégrales doubles dans des champs limités 


par des cercles concentriques et des rayons issus de leur centre 
commun. 
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937. Volumes et aires planes en coordonnées curvilignes. — 
Soit la surface définie paramétriquement par 


r 


TC (u,.0), Vi AQU Ze zu 0). 


Le volume compris entre cette surface, le plan des xy et un 
cylindre droit ayant pour base, dans ce plan, une courbe C, est, 


V= f f sd dy; 
C 


si l’on remplace dans l’intégrale æ, y et 3 par leurs valeurs para- 


comme on sait (n° 18), 


métriques en &w et ?, celle-ci devient 


; 0x 0Y 0x 0Y 
Fée z AS fe pe Es 
Y = Net c) mod (FT TT de ) du dv, 


le champ, en w, P, étant déterminé comme on l’a expliqué au n° 32. 
Faisons, dans ces formules, z —1; elles donneront l'aire de la 
portion du plan des æy comprise à l’intérieur du champ C. 


Exemple. — On demande la valeur de l'aire ombrée C 


Fig. 18. 


(/ig. 18), comprise entre les quatre paraboles 
DE 2 LU L2= by, ©? ==10 100 
en supposant &; > &o >> 0, bi bo 0. 
Dans l'intégrale qui donne l'aire, à savoir ff dx dy, faisons 
c 


le changement de variables 


ES 
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On en ure 
D] LL 


a DU 
d’où, pour le jacobien, 


0(æ, 7) ___1 


CAT S RUE 


L'intégrale proposée devient donc 


3 ff du ds ; 


d’ailleurs, le champ ancien, en x et y, étant défini par les inéga- 
lités 
NS HUE 
do= — = di, bia Er or 
V4 


N/A 


le champ nouveau, en uw et ?, sera défini par 
du di, b5<v£b:; 


ce sera donc l’intérieur d’un rectangle, et l’on aura, pour l'aire 
cherchée, 
b, 


5 f du ni dv = : (&i — ao)(bi— Ds). 
3 FA be J | 


38. Élément de volume en coordonnées polaires et semi-polaires. 
1° Les coordonnées polaires d’un point M de l'espace (fig. 19) 


Fig. 19. 


+ 
Pas 


(Tome I, n° 285) sont les quantités o, 4 et Ÿ de la figure: si 
æ, Y, = sont les coordonnées cartésiennes rectangulaires de ce 
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point, on à 

Li I0 9 0 PTCOS UT sin Ô cos, 
= mQ = OmsinY —psin6 sinŸ, 


se 
| 


3z=Mm — p Cosb. 


IL importe d'observer que, quelle que soit la position de M 
dans l’espace, on peut supposer 9 positif, 0 compris entre o et 7, 
Ÿ compris entre o et 27. Réciproquement à un système de 
valeurs de p, 0, d satisfaisant à ces conditions correspond un et un 
seul point (x, y, z) de l’espace. 

Les formules de transformation ci-dessus donnent : 


; sinO cosŸ pcosô cosh —bsin0 sind 
ne — | sinôsingd pcosô sing pe sin® cost | — p?sin0. 
AS cos 0 — psin0 0 


Ainsi, dans une intégrale triple, l’élément de volume dx dy dz 
sera remplacé par p?sin0 do dû dd; il n’y a pas à introduire le 
module du jacobien, puisque 9? et sinÿ sont positifs. 

2° Les coordonnées semi-polaires de M sont Om = r, d'et z; 
on a les formules de transformation 


TT COS RTE SI 44 


On peut supposer r positif et Ÿ compris entre o et 27. 

D(L, V4) 

d(r,%, 2) 

donc r dr db dz, puisque r est positif. 
Voici quelques applications. 


Le jacobien est égal à 7° : l’élément de volume sera 


39. Volume d’une portion de sphère. — Considérons un corps V 
limité (fig. 20) : 


1° Par deux sphères, ayant l’origine pour centre, de rayons 0, 
el p; 

2° Par deux demi-cônes de révolution autour de Oz, d’angles 
au sommet 20, et 20,; 

3° Par deux demi-plans menés par O3, et faisant avec 0x les 
angles d, et d,. 


L'emploi des coordonnées polaires est très avantageux dans 
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toutes les intégrales triples étendues au corps V. En effet, pour un 
point quelconque (6, 0, 4) de ce champ, on a 


PoE P € Pt» Gn=04%0;; UTRAUEAUTE 


et réciproquement, si p, 4, Ÿ vérifient ces inégalités, le point 
(e, 0, &) est à l’intérieur de V. 
Si donc on transforme en coordonnées polaires une intégrale 


= ff [ fr, <)dr dy ds, 


ayant V pour champ, le nouveau champ, en regardant 9, 6 et 


Fig. 20. 


comme les coordonnées rectangulaires d’un point, sera un paral- 
lélépipède rectangle de faces parallèles aux plans de coordonnées. 


On aura donc (n° 17) 


JS #6 2° 5) dx ay a: 


P1 6, (A 
sui de [| as f dYp?sin0 f(p sin0 cosŸ, p sin0 sin, p cos) 
Po 0 UR 
( 


Pi 1 UE 
= f de | sin0 40 f f dy. 
* Po Ô Yo 


0 
Ainsi, le volume du corps V s’obtiendra en faisant f — 1; d’où 


3 
20 


(cos0o — cos01)(Ÿi — Vo). 


©QS 
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40. Moment d'inertie d'un volume de révolution par rapport à 
son axe. —- Les coordonnées semi-polaires sont avantageuses dans 
les questions relatives aux surfaces de révolution autour de Oz. 

Considérons, par exemple, le volume de révolution V engendré 
par une courbe fermée du plan des æz3, lournant autour de Oz. 

SOItZ 


— (x) cette courbe (fig. 21), supposée rencontrée en 


Y 


deux points, au plus, par toute parallèle à O3 : désignons par 
v,(x) et w:(x) les deux valeurs de z qui correspondent, sur la 
courbe, à l'abscisse x, ©, (x) étant inférieur à $:(x). 

Le moment d'inertie (n° 25) du volume V, par rapport à Oz, 
est, en coordonnées semi-polaires, 


1= ff [tt y?) de dy :— [ [ frsarayaz. 
e eV 
Écrivons 

| — ff raray fas 


les limites de l'intégrale en z sont les valeurs de 3 qui corres- 
pondent, sur la surface de révolution, aux valeurs 7° et Ÿ des 
deux autres coordonnées, c’est-à-dire, puisque 3 —=#(r) est 


l'équation de la surface, 
1 — RACOE TO dr dy, 


et le champ de cette intégrale double est l’ensemble des valeurs 
de 7, Ÿ qui correspondent aux points du volume de révolution. 
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En d’autres termes, ce champ est la région du plan des æy où se 
projettent les points du volume, c’est-à-dire la couronne circu- 
laire comprise entre deux circonférences de centre O et de 
rayons R; et R,, R; et R, désignant le minimum et le maximum 
de la distance d’un point de la courbe méridienne à l'axe O :. Par 
suite (n° 36) l'intégrale double s'écrit 


R, 27 R, 
| — f rä[o2(r)—o(r)] dr [ DOSI2 TT Té[pr(r)—vi(r)] dr. 
/R, 0 JR, 
41. Exemples. — 1° Sphère. — La méridienne est 


3 = +ÿR?— 2, 
d’où 
pa(r)=+VRi—rt,  pi(x)=—VR?— 72 


el 
R 


E= or f 2r3V R2— r? dr. 
0 
Pour intégrer, on prendra pour variable 7?, puisque l’on n'a, 
sous le signe ji que /' dr et r?; mieux encore, on posera 
R2— 72 € ; 
d’où 
R g 
tee sr f CR de RE 
15 
0 
2° Cylindre. — On a évidemment, en désignant par A la 


hauteur du cylindre, par R son rayon et en supposant la base 


dans le plan des xy, 


pa(æ)= h, o1(T)—=0; 
donc 
R T 
I=07r f hr3 dr = -rhRt. 
2 
0 
3° T'ore. — La méridienne est (V/L2 ar) 
(æ— a) + 32 — R?, 3 =+WR?— (x — a}, 
d’où 


pair)=+VRi—(T—a),  ei(x)=—ÿR—(x—a). 
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On a donc 
a+R 


[=ar f 278VR?2— (7 — a}? dr. 
a—kR 


Pourintégrer, on peut ramener aux lignes trigonométriques en 
posant 
T—da—Rsine; 
ce qui donne 


Le 


[ =4rR? [ (a+ Rsing} cos?e do: 
; TH 


e 


. 


ou, en développant, 


Y 


nulles, car ce sont des intégrales de fonctions impaires, entre des 
limites égales et de signes contraires (Tome I, n° 263, 4°). 
On a d’ailleurs, en se servant des formules établies à propos de 


celle de Wallis (Tome I, n° 273), 


T T 
(ia 2 

; T IUT T 

costg de [ (1— sin?o) do =2|-—- -)= -, 
nr É mA D y 5) 2 
2 

+2 z 
2 2 


sin?p cos?v do =2 f 


0 


sin? o(1—sin?g) de =2 (© ee =)= 


14 D RUE 


\t 
DS 
w|a 
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ESS 
SJ 


Finalement 


_ 9 aR? 
I — jrRe(T a + gras) = — (4at+8R°). 


\ 2 A] 


V. — AIRES SUR LES SURFACES. 


42. Définition. — Soit Ÿ une surface, pour laquelle les coor- 
données d’un point par rapport à trois axes rectangulaires, Ox, 
Oy, Oz, sont des fonctions de deux paramètres, w et v, et sur 
laquelle le carré de l’élément d’arc a pour expression (Tome 1, 


n° 412) 
(1) ds? = Eu, v)du?+92F(u, +) du dv + G(u, ») de? 


Considérons une portion finie, À, de E; les valeurs de w, 6 qui 
répondent aux points de cette portion vérifient certaines inégalités, 
et réciproquement; sous une autre forme, si l’on regarde u, 6 
comme les coordonnées rectangulaires d’un point dans un plan, 
aux points de la portion de surface À correspondent les points 
d’une région, G, de ce plan. Nous supposerons que la correspon- 
dance ainsi établie entre la surface A et la région C est univoque, 
le mot ayant la signification donnée au n° 30. 

Cela posé, nous définirons l’aire, L, de la portion de surface A 
par la relation 


+ = ff VEG —Fau de, 
C 


l’intégrale double étant prise dans la région C du plan des ww. 

Cette définition est indépendante du choix des axes de coor- 
données, Ox, Oy et Oz, parce que, si l’on fait un changement 
d’axes rectangulaires, en gardant toujours les mêmes paramètres 
u et ?, l'expression (1) de ds? demeure évidemment inaltérée, en 
raison de sa signification géométrique. 

Je dis maintenant que la définition est indépendante du choix 
des paramètres w et v. Faisons en effet le changement de 
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variables 
GS à u =} (Ua) DE ULSEUAT 


l'expression de ds? devient 


Of 0) 2 
ÉD GS ( INR L av) HE AEPASTS 
x u p ; 
AUIEUSE 
ce qui s écrit 
(4) ds? = E; du'?+ 2F; du’ ds" + Gi ds”?, 
étant posé 


Hop Ne fes Tr) 
E=E()  oe oui G(SE) ; 


(5) 4 FN of | He AN ) 08 08 


— — -G => — 
ou' dv’ du" dv" de" du’ Ou! dv!” 


RUN ANNE OI OS RAD ENS 
| G=E(#%) +2F os t (5%) . 
dans les seconds membres, E, F, G désignent 


ELU 60) eu PL EE (ae) 200 /%0)| mL CHERE ECS 
Dans le système des paramètres w’, v”, l'aire, ,, de la portion 
de surface considérée est définie, d’après (4), par la relation 


(6) = f VE GE du' de’, 
C, 


C; étant la région du plan des w’, #' qui répond à la portion de 
surface, c’est-à-dire qui répond, par les formules de transforma- 
tion (3), à la région C du plan des we. Il s’agit d'établir que , 
est égal à A. 

Or, si, dans l’intégrale double (2), qui donne :k, on effectue le 
changement de variables (3), 


EN EN HU), CPU) : 


celte intégrale devient 
4e ff EG HG FU 8 moa SC 2) au de 
C, Me) 1 ? o( VAR o') ? 


GC, étant le champ du plan des w’, s! défini tout à l’heure. 
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D'ailleurs, des relations (5), on déduit, par un calcul facile, 


l'identité suivante : 


} —_F2—(EkE 72 Of 0g Of og \.2 
EG —F?=(EG—1I (SE a Co A 
c’est-à-dire 


Rs. 2 d(u,e) LL LALE LE Ge 
OR M RU UE Ci Ps 
VEG — F? moc PACS VE: Gi 
E,F, G désignant encore 


DORSALE (LAS) GC Fe 


L'expression ci-dessus de & s'écrit donc : 


f® Val DA REReN Dern 
I | | VEiG:i— F? du’ dy, c'est-à-dire % = «bi. 


eme C: 
C.Q: F. D. 
43. Cas particuliers. — Pour une surface représentée par 
00 Ji on aelomel n%414 
(7) ds? =(1+ p?) dr?+ 2 pq dx dy +(1+ q?) dy?, 


pet qg désignant = et De L’aire de la portion de surface qui se 
projelte à l’intérieur de la région C du plan des xy, et qui n’est 
coupée qu’en un point par toute parallèle à O3 ayant son pied 
dans cette région (!}, est donc, d'après (7) et (2) : 


(8) 4= f f Vip qi dx dy. 
/ C 


On aurait des expressions analogues en résolvant l'équation de 
la surface par rapport à y ou à æ. 
Si la surface est le plan 3 — 0, pet sont nuls, et l’on retrouve, 


pour 4, l'expression ordinaire de l'aire, ff dx dy. 
| c 


44. Remarque I. — La quantité EG — F2 4u dv, qui figure 
sous le double signe sommatoire dans l’expression de 4, n’est 


(!) Car il est nécessaire que la portion de surface et le champ C se corres- 
pondent d’une manière univoque. 


H. — If. 


ES 
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autre chose que la valeur principale de l’élément d’aire sur la sur- 
face proposée, en coordonnées curvilignes (Tome I, n° 418). Mais 
il eût été difficile de partir de cette expression pour définir l’aire 
d’une région finie de la surface, parce qu’elle ne donne qu’une 
valeur principale, c’est-à-dire approchée, dont on ne peut fixer 
aisément le degré d’approximation. | 

L'expression (2) de l’aire, ne dépendant que de E, F, G, est la 
même pour deux surfaces applicables l’une sur l’autre (Tome I, 
n° 45), c'est-à-dire que la représentation d’une surface sur une 
autre, quand elle conserve les longueurs, conserve aussi les aires. 


Remarque II. — On a trouvé (Tome I, n° 418) 
EG — F2= A2—+ B2—+ C?, 


A, B, GC étant les coefficients de l’équation du plan tangent 
(Tome I, n° 408). On pourra donc remplacer EG — F? par cette 


valeur, dans (2). 


45. Exemple I. — Soit la sphère x?+ y?+ 32 R?, de centre O, 
rencontrant en À (fig. 23) la partie positive de l’axe des x. On 


Fig. 23. 


considère, dans le plan des zy, une ellipse intérieure à la sphère, 
d’axe Ox, de sommets O et À, d’équation y?= m?x(R — x): 
on demande l’aire de la portion de sphère située au-dessus du 
plan des xy, qui se projette à l’intérieur de la demi-ellipse OMA. 

En dérivant par rapport à x et y l'équation æ?+ y?+ =? = R?, 
on obtient les valeurs de _ et D ou pet q : 


T+pPS=0,; "Y+q3—=0: 
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L'aire cherchée, 4, est donc, d’après (8), 


x? _ 2 
db = f f dx d A /: —+ rés 
© +/OMA *: 


e 


7 
= [fard = ff dr dr ; 
FR = : VR2— 2 y? 


en vertu de l'équation de la sphère. 


Calculons 4 en commençant l'intégration par rapport à y; les 
limites, dans lintégrale en y, sont o et l’ordonnée, pour 
l’abscisse +, de l’ellipse y? = m°?x(R — x); dans l’intégrale en x, 
les limites sont o et R. On a donc 


R myx(R—x) (R—x) 
&=R f de Î NA LAVER 
VRè— x y? 


® 


E , e. , . "4 
L'intégrale indéfinie / == —— étant Arcsin Z, il vient 
(TS 


R AA ER CR 
RER f Arc sin myx(R—x),, = SH Aresinm/ 
0 VR2-- 7? Has 


Calculons l'intégrale en x par le changement de variable 


. x MT 1 
Arc sin mn —— = t, ou In: 


R+ zx R+x 

1 \ 
d’où 

R sin?? Rm?costsin£t 

L'—= ES 9 p) dx = 9) FN EE , 
m?— sin?é (m?— sin?4)? 
et 
Arcsin — 


LE Re | V re COS é Sin £ 
0 


(m?— sin?é)? 


costsint dt , er . I 
TRE Au Sacs étant la différentielle de Re er, 
(m?— sin?t}? m?— sin?é 


on trouve, en intégrant par parties, 


La quantité 2 


m FH77T 
Arcsin — Arc sin — 


t 2 | 2 dt 
A — R?2m?° RO ACTE — R?2m° HT en 
m?— sin?) û m?— sin? 4 


L'intégrale restante se calcule aisément par le changement de 
variable tangé — u (Tome I, n° 230, 1°). 
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Dans le cas particulier de »m = 1, l’ellipse devient une circonfé- 
rence; l'intégrale indéfinie au second membre est tang£, et, comme 


| + T 
Arc sin — — —; On trouve 
D 4 


Sous une autre forme, si, du huitième de sphère compris dans 
l'angle positif des axes, on retranche la partie qui se projette à 
l’intérieur du demi-cercle décrit sur OA comme diamètre dans 


$ Us . I 
le plan des xy, l'aire de la portion restante est =rR?— k, c'est- 


à-dire R?. Elle est donc exactement quarrable; c’est le problème 


dit de la voute de Viviani. 


46. Exemple II. — Soit la sphère représentée paramétrique- 
ment, en coordonnées polaires, par les équations (Tome I, n° 416) 


Te Rsin0cosv: 
y =Rsin0 sind, 


ZE RICOS0, 


on demande l'aire (ombrée) (/ig. 24) comprise sur cette surface 


Fig. 24. 


entre les méridiens 4 = %,, Ÿ — %,, et l’arc AB de la loxodromie 


(Tome I, n° 467) définie par l'équation 
| 6 
lang = = ÀeaŸ. 


On a trouvé sur la sphère (Tome I, n° 416) 
ds? = R?(d0?+ sin?20 d4?); 


Qt 
ee 
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a= ff 8 sin 6 d0 dy. 
4 = Re f dy f sind d9. 


Les limites de l’intégrale en 0 sont les valeurs de 0 qui corres- 
pondent, sur le contour du champ, à la valeur Ÿ de l’autre coor- 
donnée, c’est-à-dire les 0 des points P et M où le méridien Ÿ coupe 
ce contour. La limite inférieure est donc o (point P); la limite 
supérieure (point M) est la valeur, 0, que fournit, en fonction 
de Ÿ, l'équation de la courbe, c’est-à-dire 


d'où 


EÉcrivons 


tang : = \ ea 
() 


— 2 arc tang À eaŸ. 


Ainsi 


He Re f 
Ÿ 


(1 6] ( J 
ke Ÿ 2arctang Àe“* 


av [ sin 0 are f dy(— cos), à 
0 c US 


0 
c'est-à-dire, en utilisant la formule qui donne cos2u en fonction 
de tangu, 
t ; ul 
DENT 2 dy 1— À2e2aÿ R? 10 2 a À? e2aŸ 7 
lb — : TE —  ——— = — AU 
y 1 + À2e24ÿ a Jy 1+ }2e2aÿ 7? 
0 0 


et finalement, puisque, sous le signe # le numérateur est la 


dérivée du dénominateur, 


R? [+ À2e2aÿ 
MR lue 
a 1 + À2e2aŸ 


47. Remarque. — On peut parfois évaluer une aire par une 
seule quadrature; un premier exemple en a été donné au Tome 
à propos de l'aire des surfaces de révolution : en voici un second. 

Soit le cylindre de révolution (la méthode s’appliquerait à un 
cylindre quelconque) 


Te ya Re? ; 


on demande l'aire comprise sur cette surface (fig. 25), entre le 
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plan des +y et le plan 


g—= ax db: 


Sur la circonférence de base dans le plan des xzy, marquons deux 
points voisins, m et mn’, de coordonnées æ, y et x + dx, y + dy: 
, 4 e A 2 1 , 22e A 

les génératrices qui passent par ces points découpent, sur Paire à 
évaluer, une surface (ombrée) infiniment petite. La valeur prin- 
cipale, ds, de cette surface est évidemment l’aire d’un rectangle 


Hi:%25: 


qui aurait pour base l’arc de cercle mm', et pour hauteur mn, 
c'est-à-dire ax b; on a donc, en remplaçant mm! par la diffé- 
rentielle de l’arc 


do = dx ÿi+y'?(ax + b). 
Or l’équation x? + y? — R? donne 


DER ! ÉTTEA 
d'ou veL 


ET Ÿ 
do = dx ' LAPRER ax + b)— (ax +6) dx. 
\/ PE ) a ) dx 


VR2— x? 


La moitié de la surface totale cherchée s’obtiendra évidemment 
PRE k 
par l'intégrale simple 


+R 
R f PH 
=_R VR2— x? 


qui se calcule très aisément. 
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VI. — EXTENSION DE LA NOTION D'INTÉGRALE DOUBLE ET TRIPLE. 


48. Définitions. — Cherchons d’abord à étendre la notion d’in- 
tégrale multiple au cas d’un champ infini, ou d’une fonction à 
intégrer discontinue. 

Soit, par exemple, une intégrale double 


[free 


prise dans un champ C. Si la fonction f(x, y) devient discon- 


à ! I 
tinue en un point du champ (exemple mn 


_ ou le long d’une 
ligne (exemple 5) » On partagera le champ C en deux régions. 
Retr, dont l’une, r, enveloppe le point ou la ligne de disconti- 
nuité. 

Dans les figures ci-dessous ( fig. 26), O et AB sont le point et 


la ligne de discontinuité, R est la région ombrée, r la région non 
ombrée. 

De même, si le champ d'intégration est infini, on le décompo- 
sera en deux régions, l’une, R, fimie, l’autre, r, s'étendant à l’in- 
fini. 

Cela posé, l’intégrale 


f 1h (a, y) ds 
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aura une valeur finie et déterminée, puisque f(x, y) est continue 
dans R, et que R est fini; on appellera valeur de l’intégrale 
double, dans le champ C primitif, la limite vers laquelle tend 


1NECR ds lorsqu'on fait décroître indéfiniment l’étendue 
R 


de la région 7° (cas de la discontinuité) ou croître indéfiniment 
l’étendue de R aux dépens de r (cas du champ infini). 


Cette définition suppose essentiellement que “ul tend vers 
R 


une limite finie, déterminée, indépendante de la forme de la 
région 7°. 


49. L'extension précédente est une généralisation directe de 
celle qui s’est présentée dans la théorie des intégrales simples; il 
y a toutefois, entre les deux cas, une différence importante. 

Plaçons-nous, pour fixer les idées, dans l’hypothèse d’un champ 
infini. L'intégrale simple 


+ co 
il T'AS 


CALE 


. . . P . . , 
est la limite de l’expression [(x) dx, pour p croissant indéfi- 
«Œœ 


niment; dans cette dernière expression, à mesure que p augmente, 
les éléments f(x) dx se présentent dans un ordre déterminé, 
qui est celui des valeurs successives et croissantes de x. Au con- 


traire, dans l’intégrale double HIER ds, dont le champ R 
R 


augmente indéfiniment, rien ne fixe a priori l’ordre dans lequel se 
présentent les éléments f(x, y) do; cet ordre dépend de la ma- 
nière dont on fait croître R aux dépens de 7. De là résulte une 
profonde dissemblance. 

En effet, dans le cas de l’intégrale simple, les éléments posiufs 


et négatifs de l'intégrale J/(e) dx peuvent avoir séparément 


des sommes infinies, leur différence restant néanmoins finie 
(Tome I, n° 301), à cause de l’ordre bien déterminé dans lequel 
se succèdent ces éléments dans la somme totale. Il en est tout 
autrement dans le cas de l'intégrale double : faisons croître R; la 
somme des éléments positifs de l'intégrale augmente avec KR et 
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tend par suite vers une limite finie ou infinie L,, indépendante 
de la manière dont R croît aux dépens de 7 (!); de même la somme 
des éléments négatifs a une limite finie ou infinie — L,. La con- 
dition nécessaire et suffisante pour que l’intégrale double ait une 
valeur finie, déterminée, etindépendante de la forme de la région r, 
est que les limites L, et L, soient séparément finies : car si elles 
étaient toutes deux infinies, la différence L, — L, serait indéter- 
minée, puisque l’ordre dans lequel se succèdent, dans l'intégrale 
totale, les éléments positifs et négatifs, est tout à fait arbitraire. 
Si, au contraire, L, et L, sont finis, l’intégrale double aura pour 
limite L, -— L:, quelle que soit la forme de la région r. 

Des considérations identiques s'appliquent au cas de la discon- 
tinuité de la fonction. 


Ainsi, pour que l'intégrale ff /(x,») ds ait une limite finie 
R 


et déterminée, il faut et il suffit que les éléments positifs et néga- 
ufs de l'intégrale aient séparément des sommes finies, condition 
équivalente à la suivante : 


J fimoae, rl ds 


doit avoir une limite finie. 


L'inté grale 
Le 


La L4 


90. Il n’y a pas de règle générale permettant de reconnaître si 


l'intégrale ff Emod f(+, y)1ds a (ou non) une limite finie: 
S R 


comme dans la théorie des intégrales simples, on doit se borner à 
des règles particulières dont voici les plus intéressantes. 


O1. Champ infini. — Supposons que, pour tous les points +, y, 
extérieurs à un cercle fixe C,, de rayon p5, on ait 


Tr 
DO CT) )E as 


p étant la distance du point +, y au centre du cercle C,, À une 


(") Car une somme de termes de mème signe est indépendante de l’ordre de 
ces termes. 
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constante, « un exposant supérieur à 2. Je dis que, dans ces con- 


J f tmoaf(e, y) Î 


est finie dans un champ infini quelconque. 
En effet, dans la partie du champ intérieure au cercle CG, l’in- 


ditions, l'intégrale 


tégrale ci-dessus à une valeur finie, si, bien entendu, f(x, y) est 
une fonction continue dans le champ donné ; quant à sa valeur dans 
la partie du champ extérieure au cercle C,, on l’augmente en pre- 
nant pour champ toute la région du plan extérieure à ce cercle, 
car tous les éléments de l'intégrale sont positifs. Or, dans ce nou- 
veau champ, on a, d’après l'hypothèse, 


Jf Emoa terasse ff 2 6 de du, 


en remplaçant l’élément d’aire, ds, par p de dw, en coordonnées 
polaires (n° 27). Dans l’intégrale double du second membre, les 


limites sont p, et © pour p, o et 27 pour w (n° 36); elle s’écrit 


2T 
© o dp 4 iQ 2TA l 4 
A ; du, c’est-à-dire —- = ae 
0 p 0 QE 2 ND pe 


AE e , . « 2TA œ—2 . 
expression qui Se réduit à :—2Po » Puisque à > 2. Cette quan- 


uité étant finie, l'intégrale double primitive est elle-même finie. 


donc 


C:90: EF 40: 


D2. Fonction discontinue en un point. — Supposons que 
f(x, y) soit infinie en un point O, mais de telle sorte que, dans 
l’intérieur du cercle G,, de rayon o,, ayant ce point pour centre, 
on ait 


À 
mod f(x, y)<£ ja? 
o étant la distance du point x, y au point O, À une constante, 
4 un exposant inférieur à 2. Je dis encore que, dans ces condi- 
uons, l'intégrale 


ui [mod f(x, y)] de 


est finie dans un champ fini quelconque, entourant le point O. 


2 
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Il suffit en effet de le démontrer en prenant pour champ tout 
l’intérieur du cercle C,. Or on a, d’après l'hypothèse, 


[ [ Emoa f(x, y) dE |. f me de dw, 
+/ . Co 


Co 
et l’in tégrale du second membre s'écrit 


Po p do 2T ; ; TA I Pr 
A . du, c’est-à-dire D a : 
# ‘ re 
0 e 7. 2 P 0 


0 (e 


2T À 


elle est donc finie et égale à 0?-%, puisque « est inférieur à 2. 


PÀ ne 
Il en résulte que l'intégrale double primitive est elle-même finie. 
CHORE. LD: 


53. Fonction discontinue le long d’une ligne. — Supposons 
que f(æ, y) soit infinie le long d’une ligne L ( Jig. 27), mais de 


telle sorte que, dans une zone R, limitée par deux lignes L, et L,, 
parallèles à la ligne L et comprenant celle-ci, on ait 


: - A 
MO ATIE 78 


{étant la distance du point xy à la ligne L, À une constante, «un 
exposant inférieur à l'unité. On peut établir assez aisément que 


l'intégrale f [ [mod f(æ; y)] ds est finie dans un champ fini 


quelconque, traversé ou bordé par la ligne L. 

Pour simplifier, on ne donnera cette démonstration que dans le 
cas où la ligne L est une droite, qu’on peut toujours supposer 
coïncider avec l’axe des x. 

Il suffit évidemment d'établir la proposition en prenant pour 
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champ la région (ombrée) limitée par l’axe des x, l’une des 
lignes L, ou L, ( /g. 28), qui sont ici des droites parallèles à Ox 

Le) 2 LA) TES ; ] ) 
et par deux parallèles quelconques à O y, situées à distance finie. 


Soient 
4 = la, 4 = O, 


LE, He D 


les équations des quatre droites limitant le champ; on a dans ce 


Fig. 28. 


champ, en vertu de l'hypothèse, 


ff tmoa Co) d£ ff <a dy. 


L'intégrale du second membre s'écrit 


l b #= — le 
A f ay f A c'est-à-dire à ) - 
A EE ER Pet p 


quantité finie, puisque 4 1; ce qui démontre la proposition. 


Exemples. 


94. Triangle. — Désignons par P, Q, R trois fonctions linéaires 


JT ro 


prise à l’intérieur du triangle formé par les trois droites P = 0, 
Qu 0, RE 6;%est finie elidélérmINÉEsLIC EMPLOIE 
Soit en effet ABC le triangle considéré ( fig. 29); retranchons-en, 


de x, y; l'intégrale 


aux angles, les trois petits parallélogrammes ombrés : il s’agit 
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d'établir que l'intégrale 


HE 
à mod P4Q8RY” 


prise : 1° dans la région restante non ombrée; 2° dans chacun des 


parallélogrammes ombrés, est finie. 
Or, au voisinage du côté ab, dans la région non ombrée, Q et R 
ne s’annulent pas, de sorte que, le long de ab et au voisinage de 


ce côté, mod ——— est inférieur à une quantité finie; donc, en 


Q$RY 


vertu d’une proposition précédente (n° 53), puisque « est plus 


; AN ye , LR LA : 1 ; 
petit que l'unité, la discontinuité de la fonction UT due à 


4 O8 RY 


l'évanouissement de P le long de ab, n'empêche pas l'intégrale 1 


d’être finie. Les exposants $ et y étant de même inférieurs à 
l'unité, l'intégrale [est finie dans le champ non ombré intérieur au 
triangle ABC. 

Reste à prendre cette intégrale dans les trois parallélogrammes 
ombrés. Soit par exemple celui, x, qui a pour sommet B : si l’on 
prend pour axes de coordonnées les droites P — 0, Q — o qui se 
coupent en B, en désignant leur angle par 4, on a, pour l’élément 
d’aire, 

ds = dX dY sin; 


d’ailleurs P(x, y)est proportionnel à X, Q(x, y) à YŸ, et, dans le 
3 Le = I 
parallélogramme 7, R ne s’annule pas, de sorte que mod pr reste 


inférieur à une limite finie. Donc 


RE oc HE 
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L'intégrale, au second membre, s'écrit 


IX DAY TOR 1 \Ÿ 
M ré Re —— | > 
1) ke J Y Ge =) (), 


c et b désignant les longueurs des côtés du parallélogramme TS 


cette expression est finie, puisque l’on a 
CAE AS DRAC 


intégrale I est donc finie dans 7. Elle est de même finie dans les 
deux autres parallélogrammes, ce qui établit le théorème. 
On a une proposition semblable pour intégrale 


JÉ J(æ, y) ds 
PaOBRY 


prise dans le même triangle, pourvu que f(x, y) reste inférieure 
en valeur absolue, dans ce triangle, à une quantité finie. 


55. Intégrale de Cayley. — Donnons, d’après Cayley, un 
exemple d'intégrale double, prise dans un champ infini, et dont la 
valeur dépend de la forme de.la région R : cette intégrale sera 
nécessairement formée d’éléments positifs et négatifs, de sommes 
séparément infinies (n° 49). 


1 f fsin(es+ y) ds 


étendue à l’angle indéfini xO y. 


Soit l’intégrale 


Pour la calculer, prenons d’abord pour champ R un rec- 


tangle OACB ( Jig. 30), de côtés a et b, que nous ferons ensuite 
croître indéfiniment. 
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L'intégrale s'écrit 
8 


Lies 10 (sinæ? cosy?+ cosx? sin y?) dx dy 
CE 


t 


a b ‘ b 
= il sin æ? dx té cos y? dy + 1 cosæ? dx f sin y? dy. 
0 0 0 0 


Les intégrales (dites de Fresnel) 


(+) [+] 
1 sinz? dx et 1° cos æ? dr 


0 cad 1) 


£ Là \ V7 
sont finies et égales à -—=;, comme on le verra plus tard; on a donc, 
2V2 


en faisant croître indéfiniment « et b, 


cercle de centre O et de rayon p que nous ferons ensuite croître 
sans limite ( {ig. 31). On a, en coordonnées polaires, 


1= ff (sinpt)e de du, 
R 
c’est-à-dire 


& Tr /—cosp?2\? rx 
== sin p?)o d f du = (EE ) 4, (LÉ 00SD?), 
Î EURE : à PO LR P?) 


expression qui n’a pas de limite déterminée pour p infini. 


w| A 


56. intégrales multiples en général. — Nous n'avons parlé 


La ” 


jusqu'ici que d’intégrales doubles et triples; la généralisation 
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s'impose d'elle-même, Ainsi l'intégrale quadruple 


CTP ECTE t) dx dy ds di, 


étendue à toutes les valeurs de +, y, 3, t qui vérifient une ou 
plusieurs inégalités, 


P1(&, Y; 3, t)>0, De >> 0, A: 2.4 


sera finie et déterminée si, pour l’ensemble de ces valeurs, 
f(æ, y,3,t) est continue et si aucune de ces valeurs n’est infinie. 

Le calcul de l’intégrale I se ramènera à celui d'une intégrale 
triple; si par exemple on a, pour définir le champ, la seule iné- 
galité 


x ++ 2 R< 0, 
on aura 
la 


= [ff me dz REC De, | 


x, y, = étant regardés comme constants dans l’intégrale se el 
li 

t1, t> étant les valeurs que donne pour #, en fonction de x, y, 3, 

l'équation 


L'+ + 3240 R= 0. 


Quant au champ, V, de l'intégrale triple, il comprendra l’en- 
semble des valeurs de x, y, 3, telles qu'il leur corresponde, par 
l'équation précédente, une valeur de £ réelle; ce sera donc l’inté- 
rieur de la sphère æ?+ y? + 32 — R?=— 0. 


97. La théorie du changement de variables dans les intégrales 
doubles et triples s'étend sans difficulté aux intégrales multiples 
d'ordre quelconque : on remplace dx dy ds dt par 


modJ du dv dw dû, 


en désignant par J le Jacobien des anciennes variables x, y, 3, t, 
par rapport aux nouvelles, w, », æ, 4. 


08. Dérivation sous les signes / /, FAUNE ... — On établit, 
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comme dans le cas de l'intégrale simple, les formules 


d e 

a) SJ fer 0452 [ [rate y, 0 45 

d : | 2. l ! ” T 
a JS f fer save ff frite r 3 0 av 


pourvu que les champs d'intégration, c’est-à-dire l’aire plane C 
et le volume V, soient indépendants du paramètre &. Ces formules 
donnent lieu à des observations semblables à celles que l’on a 
présentées en parlant de la règle de Leibniz (Tome I, n° 322). 
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CHAPITRE IL 


INTÉGRALES DE LIGNES ET DE SURFACES. 


I. — GÉNÉRALITÉS. 


59. Intégrale curviligne. — Soit y une fonction bien définie et 
continue de x, y —%(x); désignons par f(x, y) une fonction 
continue et déterminée de x et y : il est clair que f[x, 9(æ)] est 
une fonction continue de la variable x. Dès lors, l’intégrale 


b 
£ f(x, y)dx est une intégrale ordinaire, par rapport à la 
« 


variable de sommation x. On dit que c'est une intégrale curvi- 
ligne : pour la déterminer en effet, il faut se donner, non seule- 
ment la fonction f(x, y), mais la courbe y —+(x). Figurons 


> 


CHR paes 


t 

! 

! 

D 

! 

[ 
(#4 


[e) 


celte courbe (fig. 32); l'intégrale curviligne ci-dessus se repré- 
sente souvent par le symbole 


(1) f(x, y) dx, 
AMB 
AMB désignant l’arc de la courbe y — v(x) sur lequel reste le 
point æ, y, entre les limites d'intégration. 
Au lieu de æ, on peut prendre y comme variable de sommation, 
et l’on définit de même 


1 Y(æ, y) dy. 
AM 
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Enfin, on peut considérer des intégrales curvilignes de la forme 


(2) [LG 7) dm+ 0x, y) dr]. 


+ AMB 


Il est clair que l’on a 


[ 0 ? 
+ AMB Va A 


BMA étant l’arc AMB décrit en sens inverse; car dx et dy 
changent de signe quand on change le sens du parcours de l'arc. 
De même, si M est sur l’arc entre À et B, on a évidemment 


TER 


/AB am +18 
60. Remarque. — D’après cette définition, l’intégrale 


13 AVANT 


e/ AMB 
est la limite de la somme 
Z(Tn+1 — Tn) Fit Un ); 


où l’on désigne par &, &i, Zn, ..., Zn, ..., b les abscisses de points 


A,Mi, Moy... Mn... B, marqués arbitrairement sur l’arc AMB, 


en allant de À vers B, et que l’on multiplie de manière que leurs 
intervalles successifs tendent vers zéro; par €», nn les coordonnées 
d’un point quelconque compris sur l’arc entre m, et my41. 

On définirait d’une manière semblable l'intégrale 


futer z)dx + %(x, y,2) dy + (x, y, 2) ds], 


prise le long d’un arc de courbe gauche y — »,(x), 
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Extension. — L'intégrale curviligne (1) peut être prise le 
long d’un arc AMB admettant une tangente parallèle à Oy, 
en C(/ig. 33); seulement y ne désignera pas la même fonction 
de x sur l’are AC et sur l’arc CB: si par exemple ACB est un arc 
d’ellipse, la fonction y, sur l’arc AC, correspondra à un certain 
signe d’un radical, et au signe contraire sur l’arc CB. 

Une remarque analogue s’applique à l'intégrale (2). 


61. Contours fermés. — D'après cela, on comprend que l’arc 
d'intégration puisse être un contour, c’est-à-dire une ligne 
fermée, et cela sans que l’intégrale soit nulle; les intégrales de 
cette nature jouent un rôle fondamental en Analyse, ainsi qu’on 
le verra dans la seconde Partie du Cours; avant d'indiquer une de 
leurs plus importantes propriétés, présentons à leur sujet quelques 


observations. 


Sens positif sur un contour. — Si, en un point M d’un con- 
tour (y) (Jig. 34), on trace la demi-normale, My,, dirigée vers 


l'intérieur de l’aire enveloppée par le contour, et si l’on mène la 
tangente Mx,, dans un sens tel que l’angle x, My, présente la 
même disposition que l’angle xO y, on dit que le sens Mx,, de M 
vers æ1, définit le sens positif, au point M, sur le contour (y). Le 
sens inverse, Mx, est le sens négatif. 


Intégrale suivant un contour. — La valeur d’une intégrale 
curviligne, prise le long d’un contour fermé, en partant d’un point 
initial et en y revenant, est indépendante du choix de ce point, et 
ne dépend que du sens de circulation : on suppose, bien entendu, 
remplies les conditions de continuité indiquées plus haut. 

En effet, décrivons le contour (y) (fig. 35), en partant du 


point À, dans le sens positif; soit B un autre point du contour. 
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16 f, L faire 1 +. 
fepdr= f FILE 


BMAB BMA 
ce qui démontre le théorème; car, dans les deux seconds membres, 
y et æ ont les mêmes valeurs sur les arcs AB et BMA, ainsi que la 


On a 


fonction f(x, y), puisque celle-ci est une fonction bien déter- 
minée de x et y. Si le sens de circulation change sur le contour, 
l'intégrale change évidemment de signe (n° 59). 


62. Intégrale de surface. — Soit une portion limitée, Q, d’une 
surface, z — (x, y), la fonction &(x, y) étant supposée déter- 
minée et continue dans la région, C, du plan des +y où se pro- 
jettent les points de Q; désignons par f(x, y, z) une fonction 
déterminée et continue de +, y, z : il est clair que f[x,y,o(x,y)] 
sera une fonction déterminée et continue de +, y, dans la région C. 

Cela posé, décomposons la surface Q en éléments d’aire, 
Aw,, Aw, ..., Aw,, ...; désignons par &», nn, Gr les coordonnées 
d’un point quelconque de la surface compris dans l'aire Aw,, et 
considérons la somme 


(3) Z f(En; nn) Cn) AW, 


étendue à tous les éléments d’aire : je dis qu’elle tend vers une 
limite finie et déterminée quand les dimensions de ces éléments 
tendent vers zéro dans tous les sens. 

On a en effet rigoureusement, en désignant par As, l’aire de la 
région du plan des æy où se projettent les points de l’aire Aw, 


(n° 43) : 
sw f f Vi+p?+ q? dx dy, 
AG 
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Re 0 do 4 3 ’ En as 
p et q désignant Je et di. On déduit, par le théorème de la 


moyenne (n°7), 


AW — AsnVi Hp? Vie) ce JE VATDE 


Zn, Yn désignant les coordonnées d’un point de l'aire As, et la 
somme (3) considérée s'écrit 


Z alen: nr) (Ën) Nn)] Vi + p'(Tn; JA Rue q°(Tns ny AO : 


elle est maintenant étendue à tous les éléments As, de l’aire GC, 
dans le plan des xy; En, fin et Zn, Yn Sont les coordonnées de 
deux points appartenant à l’élément As,. On en conclut sans dif- 
ficulté, comme au n° 7, que cette somme a pour limite l’intégrale 


‘double 
(4) ff ie» c(æ,7)l Vi rie q° dx dy, 
/ V/c 


ce qui établit la proposition. 

On a supposé que la portion de surface Q n’est coupée qu’en un 
point par toute parallèle à Oz ayant son pied dans la région C : 
s’il en est autrement on divisera Q en parties jouissant de cette 
propriété, et l'intégrale pour Q sera la somme des intégrales pour 
les parties composantes. 

La limite de la somme (3) se nomme sntégrale de surface et 
se représente par le symbole 


4 MIE Va 3) do, 


/O 


3 étant supposé remplacé par sa valeur en x, y déduite de l’équa- 
uon de la surface considérée. 

On la calculera à l’aide de son expression (4), ou d'expressions 
analogues en coordonnées curvilignes, que l’on obtuendrait de la 
même manière. D'ailleurs dans (4), la quantité V1 + p? + qg? est 
égale à [cosy|, [cosy] désignant la valeur absolue du cosinus de 


l'angle y que fait, avec Oz, la normale au point +, y, z de la sur- 
face Q; on a donc 


x 4 … dx dy 
‘ x. sde = ff Ge 7, 9 


, 
Cr 
7 
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63. On va établir maintenant quelques formules, relatives à 
des transformations d’intégrales de lignes et de surfaces, et qui 
ont une grande importance en Analyse ou en Physique; ce sont 
la formule de Riemann, celles d'Ostrogradsky et de Stokes. 


64. Formule de Riemann. — Soient M(x, y) et N(x, y) deux 
fonctions de deux variables indépendantes x, y; considérons l’in- 


tégrale double 
CE 
lee 
ON 


Le A 3 Pos S à. M 
prise à l’intérieur d’une aire C, dans laquelle on suppose — et — 
dy 0x 


bien déterminées et continues. 
On a d'abord, en calculant l'intégrale double comme d'ordinaire, 


oM \o Y°9M , 
nent = f | | 5 d) 
li YA 


Xo 
= f de[M(æ, 2)—M(+, 1). 


e Lo 


L'intégrale simple à laquelle se ramène ainsi l'intégrale double 


Fig. 36. 


considérée est la somme de deux intégrales curvilignes (n° 59), 


à savoir ( fig. 36) 


— M(T'y)yadr et + MER) ax, 
AQB APB 
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Les, 


"AQB  BQA 


— [ [5 dx dr = Î M(x, y) dx. 
| c /BQAPE 


L'intégrale du second membre est une intégrale curviligne, prise 


or, 


et par suile 


le long du contour y, qui limite le champ C, ce contour étant 
décrit dans le sens positif. De même 


ON Le T2 9N 
Ja -f & f de 


Yo 
= f dy ENG NUE [ N(x, y) dy, 
Yo " 


le contour y étant encore décrit dans le sens positif. 
On obtient ainsi la formule de Riemann (ou de Green): 


[ft OM =) DD = fu dx +N dy), 
Fe 0) 0x y | 


qui transforme une intégrale curviligne en intégrale double, et 


inversement. 


65. On a implicitement admis, dans la démonstration, que le 


contour y n'est coupé qu'en deux points, au plus, par toute 
parallèle aux axes Ox et Oy. Dans le cas d’une courbe, comme 
celle de la figure ci-dessus (Jig. 35), coupée en plus de deux 
points par’ des parallèles à O y, on divise le champ C en champs 
partiels C;, G+, ... jouissant de la propriété énoncée. lei, 1l suffit 
de tracer la droite AB qui joint les points de contact de deux 
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tangentes parallèles à O y, et l’on a, par ce qui précède, 


oM ON \ 1 
res RE Ag NE M d: 
44 de rs dx d) (M dx + N dy), 


+” ABQA 
JLCS-R)eef (M dx + N dy), 
CS On 0x «/ APBA 


d’où, en ajoutant, 
so JUS }, 


car les intégrales f et 1 se détruisent (n° 99). La formule est 
e/ BA Se AB 
donc vraie pour un contour quelconque. 


Corollaire I. — On déduira plus tard, de la formule de 
Riemann, le théorème fondamental de Cauchy sur les intégrales 
des fonctions d’une variable imaginaire; deux autres corollaires, 
que l’on va exposer, ont une grande importance en Physique. 

S1, pour les valeurs de x, y comprises dans une région & du 
plan, l'expression M dx + N dy est une différentielle exacte, on 

. oM ON +. 
sait que l’on a — — —-, et réciproquement (Tome I, n° 327). 

Oy 0x 
En ce cas l’intégrale 


/  9oM m) 
— — + — )dx d 
AL JHEOE 4 


est zulle quel que soit le champ C dans la région &; et, d’après 
la formule de Riemann, il en est de même de lintégrale 


[a dx + N dy) quel que soit le contour y dans &. 
; 


Inversement, si [ est nul dans & quel que soit el l’est 
Jy C 
également d’après la formule de Riemann : je dis que dès lors la 
oM 
0Y 
elle ne l’était pas, on pourrait tracer autour de ce point un contour 


se ON . : 
quandilé — se Fe est nulle en tout point æ, y, de R. Car si 


fermé, C, à l’intérieur duquel la quantité considérée garderait un 
signe constant, et l'intégrale 10 ne serait pas nulle, contraire- 
C 


ment à ce qui précède. Donc : 


t l'intégrale 4 x + I r) est nulle Le ton un COr- 
Si l'intégrale | (Mdxz +Nd) lle le long d’ 
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tour fermé quelconque, dans une certaine région du plan, 
l'expression M dx + N dy est, dans cette région, une différen- 
tielle exacte. 


Corollaire II. — La proposition s'étend au cas de trois variables. 
Supposons que l'intégrale fa dx +N dy+P dz)où M,N,P 


sont des fonctions de x, y, 3, soit nulle le long d’un contour, 
gauche ou plan quelconque de l’espace : elle sera nulle en parti- 
culier le long de tout contour, y, tracé dans le plan 4 = z,; comme 
elle se réduit alors à 


jf M(zx, y, 30) dr + N(x, y, 30) dy, 
: f 


on aura, d’après le corollaire précédent, 


0M(x, y, 0) _ 2 N(x, 7 30) 


dy de 


ou, puisque %, est arbitraire, 


qe) M 0 iù À 
0y Or 


identiquement, c’est-à-dire quels que soient x, y, &. 
De même 


oM op 
0z or 
oN _ oP 


identiquement (quels que soient x, y, z), ce qui établit (Tome, 
n° 328) que M dx + N dy + P dz est une différentielle exacte. 


66. Remarque. — Il importe de préciser les conditions dans 
lesquelles la formule de Riemann est rizoureusement établie. 


On a supposé essentiellement que l'intégrale double a un sens, 
Ne M ON . : , ET 
c'est-à-dire que Fr el sont des fonctions bien déterminées et 
continues de x et y, à l’intérieur et sur le contour de l’aire C; 


on a également admis que les intégrales JM dx et [N dy ont un 
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sens, c’est-à-dire que les fonctions M et N sont déterminées et 
continues sur le contour. 
En particulier, la formule est applicable si toutes les fonc- 


; OM ON ; EL PERS ; 
tions M, N, EE des variables indépendantes x et y, sont bien 


0x 
déterminées et continues à l’intérieur et sur le contour de 
l’aire. 


67. Application. — Soit C une aire limitée par un contour y 
quelconque, sans point multiple. On a, en faisant, dans la formule 


de Riemann, M=— — y, N —0 : 


ff dx dy = f > ar. 
€ y 


Le premier membre est l’aire de la portion C du plan; on peut 
donc dire que l’aire, À, intérieure à un contour y, sans point 


muluple, est donnée par l'intégrale curviligne — f x dx, le 
SE 


contour y étant décrit dans le sens positif, ou à [> dx, le 


3 Y 
contour étant décrit dans le sens négatif. 


On peut faire reposer sur celle remarque une démonstration, 
très simple, de la règle du changement de variables sous le 


signe ff: 
Soit 


I — Î ft, y) do 
C 


l'intégrale double proposée; on pose 
(6) CAEACAQTEN AE TANIA 


Lorsque le point +, y reste dans le champ CG, le point de coor- 
données rectangulaires &w, # reste à l’intérieur d’un champ C : on 
suppose que la correspondance entre les points des deux champs 
est univoque, c’est-à-dire qu'à un point w, e de C’ correspond 
un seul point æ, y, de C; et réciproquement. | 

D’après cela, à une aire quelconque As, intérieure à C, répond, 
à l’intérieur de C, une aire As’; or il y a, entre As et As’, une 
relation remarquable. 
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On a en effet, d’après ce qui précède, 


a= [ ya, 
Y 


y étant le contour de l’aire As, décrit dans un sens tel que Île 
second membre soit positif. En faisant dans cette intégrale curvi- 
ligne simple le changement de variables (6), on trouve 


dœ 09 
Ag = Jr e) (5 du + Te do), 


y! étant le contour de l'aire As’, puisque évidemment, lorsque le 
point +, y décrit y, le point w, # décrit y’. 

Appliquons au second membre la formule de Riemann, en 
faisant 


il vient 


TE : +) du do == FR + TETE) du de. 
Ag 0p/0U 0H "0 


On a mis Æ parce qu'on ne sait pas dans quel sens le point w, + 
décrit y/ quand x, y décrit y dans le sens considéré; il faut choisir 
le signe de façon que As soit positif. 

Or, si l’on pose 


(jacobien de ©, Ÿ par rapport à w, +), on peut écrire, en vertu du 
théorème de la moyenne, 


AG nil J(u, v)du dv=— As’ mod J(u', e'), 
A5! 


en désignant par w/, #' un point de l’aire As’ ou de son contour, 
et en se souvenant que le signe doit être choisi de manière que Az 
soit positif. Cela posé, soit +’, y’ le point de l’aire As qui répond 
au point w/, #'; on a, pour |, d’après la définition même de l’inté- 
orale double, 

1 = m2 /(rP na 


c'est-à-dire en remplaçant x/, y’ par o(u/!, p'}, W(u!, v'), et Ac par 
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sa valeur ci-dessus, 


[= lim=E fou, v'), Y(u', v')] Ac’ mod J(u', »'}, 


d'où, en passant à la limite, et puisque la somme s’étend à tous 
les éléments As’ du champ C, 


[Il = 1 MEC op), L(u,e)]modJ(u,e) du dv. 
CAT pL 
C’est la formule connue du changement de variables. 


68. Formule d’Ostrogradsky. — Soit (fiz. 38) V un volume, 
limité par une surface fermée Q, que l’on supposera rencontrée en 


Fig. 38. 


deux points, au plus, par toute parallèle à Oz; désignons par 


R(æ, y, 5) une foneti tinue ainsi que sa dérivée partielle À 
(æ, y, 3) une fonction, continue ainsi que vée partielle =; 


à l’intérieur et sur la surface du volume V. L'intégrale triple 


1 ff [dr das 
V LS 


se transforme aisément. Calculons-la en commençant par l’inté- 
gration en 3; on a, en désignant par Cla région du plan des æy où 
se projettent les points du volume V, par 3, et z, les cotes des 
points de la surface Q qui répondent à x et y ( fig. 38), 


1ES 1 ray] [Ua] 
C PURE 


(1) 
= #] dx dy[R(+, y, 22) — R(x, y, 2:)]. 
C 
Soit y l'angle, compris entre o et r, que fait avec l’axe Oz, dirigé 
de © vers z, la normale à Q en un point, x, y, 3; cette normale, N, 
étant dirigée vers l'extérieur du volume V : est aigu au point 2, 
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car la parallèle à O3, issue de z:, sort du volume V en ce point; 
de même y est obtus au point 3,. 

Si, maintenant, on désigne par Q, et Q, les portions de la sur- 
face Q qui sont respectivement au-dessus et au-dessous de la 
courbe de contact des plans tangents parallèles à O3, on a, d’après 


la formule (5) du n° 62, 


: dx dy 
HE R(%, Y, 52) cosy dw— (01 R(X, y, 32) cosy PR 


C 


= ff RG 7,2) de dy, 
C 


COS == |C0s |; 


car on a, sur O, 


puisque y est aigu. De même, puisque l’on a sur Q,, 


COS Ve alcos Ye 
il viendra 


J R(æ, y; 31) cosy du = — ff RC Vi S1)dTdye 
/Q, 


Ajoutons ces deux égalités membre à membre, nous trouvons, 


puisque ff + ff = J JL; 


(2) J far drtR(e, », 2)—R@Y AE f R(x, y,2)cosy du. 
C J/Q 


a 


En portant cette valeur dans (1), on arrive à la formule finale : 


(5) = [ff de das = ff RG, y, s) cosy du, 
UE Q 


y étant l’angle, compris entre o et 7, que fait, avec Oz, ia normale 
en +, y, 3, à la surface Q, dirigée vers l’extérieur du volume V. 

De même, en désignant par P et Q deux autres fonctions con- 
tinues de x, y, 3, et par a, $ les angles que fait, avec Oxet Ov, 
la normale en un point de Q, toujours dirigée vers Pextérieur 
de V, on trouverait 


(4) AL ae dr de = ff PG y,5) 0080 du, 
Jy 0x Q 

(5) JAI NT RES d { fac )cos8 d 

| NS 3 >, Y:3)c058 dw, 


Il 
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d'où, par addition, 


ÎLE ++) de dy de = ff (Peosa+ Qeos8 + Reosy) do 


C’est la formule d’Ostrogradsky (ou de Green), qui transforme 
une intégrale de volume en une intégrale de surface, et inverse- 
ment. 

S1 la surface Q est rencontrée en plus de deux points par des 
parallèles aux axes, il est aisé d’établir que la formule subsiste, 
en employant la méthode indiquée à propos de la formule de Rie- 


mann (n° 65). 


69. Formule de Stokes. — Elle transforme l’une dans l’autre 
une intégrale de surface et une intégrale curviligne. 

Soit w une portion de surface, limitée par une ligne fermée À. 
Nous admettrons que w a deux faces distinctes, que nous appel- 
lerons w/ et w”, de telle sorte qu’on ne puisse passer d’une face à 
l’autre, en cheminant sur la surface, qu’en traversant le contour À. 
Nous appellerons direction de la normale à une face celle d’un 
rayon lumineux, réfléchi normalement par cette face supposée 
polie : les normales N’et N’ aux deux faces w/ et w”, en un même 
point, ont ainsi des directions opposées. 

Nous aurons également besoin de définir le sens d’un mouve- 
ment sur l’une ou l’autre face de w. À cet effet, imaginons un 
observateur debout sur la face w”, par exemple, la tête sur la nor- 
male à cette face, placé près du contour À et regardant ce con- 
tour : on dira qu'un mobile décrit le contour À dans le sens 
positif, sur la face w/, si l'observateur le voit passer devant lui de 
droite à gauche. Sur la face w”, le même mouvement aurait d’après 
cela le sens négatif. 


10. Admettons, pour commencer (fig. 39), que la surface w 
ne soit rencontrée qu’en un point, au plus, par toute parallèle 
à O3; elle se projette dès lors dans l'aire 5, que limite, sur le 
plan des xy, la projection À, du contour À. Considérons une face 
de w, la face w/, par exemple, dont une normale N/ fait avec Oz 
un angle aigu : en chaque point de w/, la normale fera encore 
avec O3 un angle aigu, car la surface w n’ayant pas, par hypo- 
thèse, de plan tangent parallèle à O3, l’angle considéré ne peut 


8o PREMIÈRE PARTIE. — COMPLÉMENTS DU CALCUL INTÉGRAL. 


devenir droit et, comme il varie d’une manière continue, il reste 
aigu. 

Si M est une fonclion de x, y, on a, d’après la formule de Rie- 
mann, dans le plan des xy, 


0M 
2 dx dy — 3 Mr, dr, 
JE 0Y 4 \ 1e 


le contour À, étant décrit dans le sens positif sur la face supé- 
rieure du plan des æy, en raison de la disposition des axes de 
coordonnées. 


Fig. 39. 


Supposons que M soit une fonction continue Ü, de x, y, 3, et 


que 3 soit lui-même une fonction de +, y, définie par l'équation de 


LE AE ua et l’on aura : 
dy y dy? on à + 


UN OU 
(6) [f(x S)aars [ua 
#4 0Y 03 0Y % 


Or [ Udr est la même chose que [ Udr, Caro x, y etIdr 
hu U 


0M 
la surface w ; on devra remplacer — par 
y 


\ 


sont les mêmes sur À, et À; le contour À, dans cette nouvelle inté- 

grale curviligne, est décrit, sur la face w’, dans le sens positif. 
D'ailleurs, en désignant par y l’angle aigu que fait, avec Oz, la 

normale à la face w’ au point x, y, z, on a, d'après la formule (5) 

OÙ 9z 

03 Ô0y” 


, e OÙ 
du n° 62, F représentant, pour abréger, rive 


(7) 


puisque cosy —=|cosy|. 


CHAPITRE II. — INTÉGRALES DE LIGNES ET DE SURFACES. 8I 


Remplaçons F par sa valeur; nous obtenons dans (6), en vertu 


de (7); 


{oUÙ PRou 03 
(3) LIRE =) cos y dw — 1 U dx. 


Enfin la normale à w/ avant ses’ cosinus directeurs. cos. cos 2 
, ; [7 


. 0m 0 
cosy, proportionnels à =; — et —1,ona 


0x 0y 
cosa _ cosf pe a 23 ___ cosf, 
COMME Sans, doi DA COST 
0x dY 


ce qui donne, dans (8), 


: LS (cost = SE cos8) du = [Ua y,2) de. 
À 


On aurait de même, en désignant par V et W des fonctions 
continues de æ, y, z, 


OV / LE V UE ly 
= fe (SE cosa— cosy)do= fl (æ, Y, 4) dy. 
»: dh (Sc A MEUEUE +) dw — WCr y re) dei 

! 0y e/} 


et, en ajoutant, 


FL E-2) 


OU  0W A. CARS CLÉ J 
(9) + COS 5 — + C HE … du 


= f tu dx + NV dy+W ds), 
À 


le contour À étant, dans l'intégrale curviligne, décrit dans le sens 
posiuf. 

C’est la formule de Stokes. Elle s'applique, sans modification, 
à la face w”, car, pour cette face, cosx, cos, cosy changent de 
signe, et le sens du mouvement sur la courbe À doit également 
changer pour être positif sur w”. 


71. Si la surface w est coupée en plus d’un point par une 
inle. 6 
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parallèle à Oz, on la décomposera en surfaces w,, w:, ... rencon- 
trées en un seul point, au plus. Ainsi, dans le cas de la figure 
ci-dessous ( fig. 40), on mènera la courbe (L) de contact des 
plans tangents parallèles à Oz, et les lignes AB, A'’B’ joignant 
deux points de (L) à deux points de À. 


La surface w est ainsi divisée en trois parties : 


1° La partie située au-dessus de (L); 
29 La partie dont le contour est ABPB'’A'Q A; 
3° La partie dont le contour est AR A’B'SBA. 


Si l’on écrit la formule (9) pour chacune de ces parties et si 
l’on ajoute, les intégrales curvilignes suivant les lignes (L), AB 
et A’B’ disparaissent, chacune d’elles figurant deux fois avec des 
signes contraires, el il reste la formule (9), appliquée à l’une 
des faces de w et au contour À. 

La formule de Stokes est donc générale, 
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CHAPITRE IT. 


APPLICATIONS DIVERSES. 


I. — INTÉGRATION SOUS LE SIGNE [- 


12. Règle. — Considérons l'intégrale 


b 
= 1e TC) de 
a 


dépendant d’un paramètre «, et dont les limites & et b sont indé- 
pendantes de «. 


Proposons-nous de l’intégrer par rapport à «, entre deux limites 
constantes 4, etæ ; c’est le problème inverse de celui de la déri- 
valion traité dans le Tome I. 


L'intégrale cherchée à pour symbole 


1% b 
[ + da pi tea) de | 
 X: a 


D'après la règle de calcul des intégrales doubles, ce n’est 


autre chose que l'intégrale f | f(x, 4) dx da, les variables de 


sommation étant æ et &, prise dans le rectangle qui a pour côtés 
les droites 


== à, ME Mat, COR 
on peut donc interverür l’ordre des intégrations (n° 15), à condi- 


tion que la fonction f(x, «) soit continue dans le rectangle, sup- 
posé lui-mème fini; on a ainsi 


b 


(2 b Xe 
Je dx f Era sl dx Il HÉCITCE 
a a a Cr A 


(0 4 


C'est la formule d'intégration sous le signe 15 tout à fait sem- 


blable à celle de dérivation : au lieu de remplacer, sous le 
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b 
signe JE , la fonction f(x, «) par sa dérivée en #, on ia remplace 
a 


par son intégrale en x, entre les limites «&, et &. 


73. Si les limites a et b dépendent de «, la formule ci-dessus 
n’est plus exacte. 

On peut ramener ce cas au précédent par un changement de 
variable. Dans l’intégrale 


[re LA E, 


posons 
D æ=a+(b—a)y, 
ou 
dz =(b—a)dy; 


l'intégrale devient 
1 
[ (b—a)ffa+(b—a)y,a]dy, 
(1) 


où les limites sont constantes. La formule du numéro précédent 
est alors applicable. 


74. Autre méthode. — Soient 
a = ?(4), b=0(c) (a < b) 


les limites, variables avec «, de l'intégrale considérée; 1l s’agit de 


Fig. 41. 


calculer ou de transformer l’expression 


Os O(œx) 
(1) il da LÉ. fix a)de | 


1 
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C'est là une intégrale double prise dans un champ facile à déter- 
miner. 

Traçons en effet (Jig. 41), dans le plan des +4, les courbes 
zx = (a), æ— (a); l'expression (1) n’est autre chose, d’après 
sa forme même, que l’intégrale double 


ff fa, 2) dx Fu 


prise dans le champ (ombré), limité par les courbes précédentes 
et les deux parallèles à Ox, d’ordonnées &, et &2 : car, pour 
calculer cette intégrale en commençant par l’intégration en x, 
la règle générale conduit précisément à écrire l'expression (1). 
Donc enfin, C étant le champ ombré, on a 
0 ü( 


en 


a; e p(a) 


ct) 
Gr, aYdre= Î fe, 2) dx da, 
 e/c 


l'intégrale du second membre pouvant ensuite être calculée par 
une méthode quelconque. 


II. — CALCUL D’'INTÉGRALES DÉFINIES. 


15. Les règles d'intégration et de dérivation sous le signe f 


permettent d'obtenir la valeur de quelques intégrales définies, 
dont le calcul direct est impossible. 


16. Calcul de l’intégrale 1 er dx. — La fonction primitive 
0 


de e-* ne s'exprimant pas à l’aide des fonctions élémentaires, on 
ne peut évaluer directement cette intégrale importante, qui se 
rencontre dans diverses questions d'Analyse et de Physique mathé- 
matique. On trouvera sa valeur en faisant usage de la règle d’inté- 


gration sous le signe 1 Dans l'intégrale 


TE de. 
0 
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posons æ — %y, 4 élant une constante positive, on a 


pe sh CR PEAR 


"0 


Multiplions les deux membres par e-*, et intégrons, par rap- 
port à «, entre o et w : J étant une constante absolue (indépen- 
dante de x), l'intégrale du premier membre sera 


Le] 
| e=% daJ c’est-à-dire J?; 
0 


l'intégrale du second membre sera 


Le] [ee] 
h e-% da jÉ e—%Y°a dy, 
0 0 


ou, en intervertissant l’ordre des intégrations (!), 


(s] Le) 
te dy fl e— (1+7°)4 da. 
0 


40 


Or l'intégrale en x se calcule de suite; on a ainsi 


— A2(1+ y?) TA —= © co è = 
= f dy | £ TT] =: | 07 LE Tien ee 
DE) re PE DS 


Donc 


(1) = f e-"dr=Vr. 
0 2 


| 


17. De la formule (1) on peut déduire une infinité d’autres 
par la règle de dérivation. Il suffit en effet de faire un changement 
de variable, de manière à introduire un paramètre «, et de dériver 
les deux membres en à : c’est là un procédé général, applicable 
à toutes les intégrales définies dont on connaît la valeur. Posons, 
par exemple, dans (1), 

T=yVe 


a étant positif; nous obtenons la formule : 
co t I RAT 
(2) Le es dy == Va … 
0 


dérivons maintenant les deux membres par rapport à @. 


(1) Le champ d'intégration étant infini, cette interversion n’est pas nécessaire- 
nent légitime; on admettra qu’on a le droit de la faire. 
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Je dis qu'on peut appliquer en toute sécurité la règle de 
dérivation sous le signe bien que la limite supérieure soit 


infinie. En effet, la foncuon e-*** satisfait aux deux conditions 
du n° 323 du Tome 1, à savoir : 1° cette fonction, f(y,«), et sa 
dérivée f, sont des fonctions continues de la variable «, lorsque a 
resle positif, et cela quelle que soit la valeur attribuée à y entre 
0 et +; 2° f,, est finie et déterminée pour & et yZo. Reste 
donc seulement la difficulté provenant de la limite supérieure 
infinie. Or, d’après le n° 325 du Tome [, on pourra appliquer la 
règle de dérivation si l’intégrale 


À fe(y, a+0h)dy, c'est-à-dire i yre-rtta+0x) dy, 
0 0 


a une valeur finie. On peut l'écrire 


1062 
Jk HER 


et comme la fonction d(y), c’est-à-dire yte-**(*#04) tend vers 
zéro pour y infini (car, &« étant 0,4 + est > 0 pour À assez 
petit), l'intégrale est finie (Tome I, n° 298). 

Donc enfin la règle de Leibniz s'applique et la dérivation par 
rapport à « des deux membres de (2) donne : 


puis, par une série de dérivations successives, 


ee I = on 2n+1 
PER AV == VT RU AT à 
4) 4 ‘4 V’ 1.3...(272 —1) 
18. Intégrale de Fourier. — Considérons l'intégrale 


co 
Eh eT* COS247 dr, 
0 


où « désigne une constante. Dérivons par rapport au paramètre «; 
on verra comme au numéro précédent que la règle de Leibniz est 


applicable. Donc 


[+] 
= [ —2re-% sin24x dr. 
0 
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Or —2xe* est la dérivée de e-*; on a donc, en intégrant 
par parles, 


di BE 2 RRRE. 
—V=\(6e51siMmLar) —2x ET COS PU, 
da à 

0 


c’est-à-dire, puisque la quantité tout intégrée s’annule aux deux 
limites, 
d\ 


001, 


ETAT 


On en conclut, en séparant les variables I et «, 


Il 
sv da, 
Il 
el, en intégrant, 
log[ = — x2+ log CG: 
ou 
1 Créer 


On détermine la constante C en faisant «à — 6; I se réduit alors 
,® 00 


x . \ . [PSS 
à J e7* dx, c'est-à-dire VT (n° 76), et l’on en conclut finale- 
0 


ment la formule 


co 
9 I = 9 
= e-2? cos2ax dx = = re. 
5 
0 


III. — PROBLÈME D'ABEL. 


19. Problème. — Trouver la courbe suivant laquelle il faut 
laisser tomber un point matériel pesant pour qu’il parvienne 
en un point O (origine des coordonnées) au bout d’un temps 
qui soit une fonction donnée, F(h), de la hauteur de chute h. 


Prenons pour axes Oz et Ox la verticale et l'horizontale du 
point O : en un point de la courbe, de hauteur 3 (fig. 42), le mo- 
bile est animé d’une vitesse égale à celle qu'il aurait s’il était tombé 


verticalement de la hauteur k — z, c’est-à-dire W2g(h — =). 
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Soit s—f(3) l'arc de la courbe, compté à partir de O; on 
aura d’après cela 


ou 


Le temps de chute, de A en O, sera 


0 Fr. ° 
TER PO 
, Viet Vi Vi 


Fig. 42. 


[e) 4 


L’équation du problème est donc 


h 1 
Done) NUR7e 
@: Fi White 
l’inconnue étant la fonction f(z) (!). 


Voici l’ingénieuse solution d’Abel. 
dh 


Vo 
D 
constante, et intégrons par rapport à k, entre les limites o et. Il 
vient 


(6) Fete 1 ft dh | Ge) | 
LAURE TOC CEA RTE 


Loin de compliquer l’équation (1), comme il peut le paraître, 


» C étant une 


Multiplions les deux membres de (1) par 


cette nouvelle relation donne la solution immédiate du problème. 


(!) Ce problème est un cas particulier du suivant : 7rouver une fonction 
f(æ, a), assujettie ou non à certaines conditions de forme, telle que l’inte- 


b 
grale fl f(x, x) dx soit égale à une fonction donnée de «x. Les limites 
a 


a et b peuvent être des constantes ou des fonctions de x. C’est le problème 
inverse de celui du calcul des intégrales définies; il n’a recu aucune solution 
dans le cas général. 
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Le second membre de (2), en effet, est, par rapport aux variables 
de sommation À et z, égal à l'intégrale double 


1 ee F'(z) 
VER) —S) 


prise, dans le plan de ces variables, à l’intérieur d’un champ que 
l’on détermine aisément (voir n° 74) : la forme (2) de l'intégrale 


montre que, À étant fixe, les limites de 3 sont o et X; les valeurs 
extrêmes de ! sont ensuite o et €. Le champ est Dee le triangle 
formé par l'axe Oh, la bissectrice 3 = h, et la parallèle à Oz 


d’abscisse € (région ombrée) (!) (fig. 43). 


Fig. 43. 


À 
0 (a 


Calculons maintenant l’intégrale double IT en commençant par 
l'intégration en  : les limites de À sont alors 3 et €, les valeurs 
extrêmes de 3 étant ensuile o et €. Donc, le second membre 
de (2) peut s’écrire 


‘ J'(z) dh 
b 
48e TE fa sf Vh=sYT=h 


Dans l’intégration par rapport à », 3 est regardé comme con- 


stant, d’après la règle de calcul des intégrales doubles; par suite 


4 FA) dh _f'(3) [' dh 
Vh=EVrT EE PAU VAR AV CE 


(1) La fonction qui, dans l’expression de I, figure sous le signe ff. à savoir 


a devient infinie sur les droites 3 — À et h = €, qui sont deux 
V(G—A)(A— 3) 


des côtés du triangle champ. Mais, comme les exposants de 6 — A et h—2z 


LA s Là s I , A eo =' Là , L }14 } À 
au dénominateur sont égaux à —; c’est-à-dire inférieurs à 1, l'intégrale I est 
2 


néanmoins finie et déterminée dans le champ ombré (n° 54). 
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L'intégrale qui figure au second membre de cette dernière rela- 
uon se calcule aisément : elle est égale à + (!). Elle est donc, et 
c'est là le point fondamental, indépendante de 3; et il reste, pour 
la valeur de (2 bis), 


[ 


C 
 f'rf(s)ds, cestè-dire ft) (0) 
V28 28 

Or f(o) est nul, l'arc f(z) étant compté à partir de l’origine; 
donc enfin, remplaçant par cette valeur de (2 bis) le second 
membre de (2), on a équation 
V2g ; F(A) 


de HuQ) 


ce qui, la fonction F étant connue. donne l’expression cherchée 
) ) | 


(3) 


de la fonction inconnue f(6), sous forme d’une intégrale définie, 
dépendant du paramètre €. 

Connaissant ainsi /(z), c’est-à-dire l’expression de l'arc s de la 
courbe en fonction de l’ordonnée 3, on écrira, pour trouver 
l'équation de cette courbe en x et z, 


ds = ÿdx?+ dz? = f'(z) ds; 
d’où, en élevant au carré et séparant les variables + et z, 


dzVf'2(z)—1= dx 
et, en intégrant, 


(4) œ= f VFEC)— 1 ds + const. 
On déterminera la constante de manière que 3 soit nul pour x —o, 


et l’on aura ainsi, par (4), l'équation cartésienne de la courbe 
cherchée. 


(4 
(1) Le plus simple est de faire dans l'intégrale fe MORT où z et 


RÉ ETES 
sont des constantes, le changement de variable 


h—23+(6—2)sin?v, dh—=2(6—3)sinv cos dv, 


ce qui donne pour l'intégrale cherchée 


T T 
2 


2 — Z)sSinw COS 
» [ LR AA Rom CE ae LE PART TN Me 
0 


V(£—z)sin?w(6 — z) cos'w 0 
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80. Courbe tautochrone. — Comme application, cherchons la 
courbe (dite tautochrone) pour laquelle le temps de chute est 
indépendant de la hauteur de chute L; il faut faire 


FORTE lo, 
ce qui donne, dans (3), 


SE TRUC EPA 
fuy= VE RL 
0 


Donc l’arc s, ou f(z), est proportionnel à la racine carrée de 
l’ordonnée 3; posons pour simplifier s —ÿ8az, il vient 


f'G)= 


et l’équation cartésienne (4) de la courbe s'écrit 


rl 
x D INTÈEEE Se + Const. 


L'intégrale indéfinie au second membre s'obtiendrait, selon la 


L Là Là . 2 Z . 
méthode générale, par le changement de variable ——— — w? ; il 


sera plus simple d'opérer antrement. Posons 


3 — a(i— Cost), PÉDETRAUNATEE 
il vient 


HE ) 
DU sin é dt + const. 
ACTES COLE 


= a f «a + cost) dt + const. = a(t + sint)+ const. 


La constante est nulle, car pour 3—0, c’est-à-dire 4 —0,x doit 
être nul. 


Les équalions paramétriques de la courbe sont donc 
æ—=a(it+sint), 
3 = a(i—cost). 


C’est une cycloiïde, symétrique par rapport à Ox de la déve- 
loppée de la cycloïde étudiée au n° 382 du Tome I. 
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CHAPITRE IV. 


FONCTIONS EULÉRIENNES. 


I. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES. 


81. Les fonctions eulériennes sont un exemple intéressant de 
fonctions représentées par des intégrales définies; elles jouent un 
rôle assez important en Analyse et en Physique. 

On nomme fonction eulérienne de seconde espèce, et l’on 
désigne par l'(x), la fonction de « 


(1) PEN jf e rxa tr. 
0 


L'intégrale n’a une valeur finie et déterminée (Tome I, n° 308) 
que si & est positif; elle définit donc, dans ce cas, une fonction 
de «, laquelle est toujours positive, puisque tous les éléments de 
l'intégrale sont positifs. 

Pour a nul, F(x) est infini. 


82. Théorème. — Ona 
IMG ENN EEgN 0 ? 
En effet, l'intégration par parties donne : 


Le] æ 
T(a+1) = [ x ex dx = (— ex 1), + a f e tra Nar. 
/0 


nn. e 0 


u dv 


Le terme tout intégré s’annule aux deux limites (puisque x est 
positif) et le dernier terme est al (x). CAO A ET ED: 


83. Corollaire. — Si « est entier, on a 


ECS TI Er 0 nn 
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En effet 
T(a+i1)=aT(a)=a(a—1)T(a—1)=...—=ax(aœ—1)...2.1.F(1). 
Mais 


r()= f ex dr =(—e-*), =1, 
70 


ce qui établit le Corollaire. 

L'importance de la fonction F vient de cette relation avec les 
factorielles. 

Le théorème du n° 82 permet de calculer l(x), pour une 
valeur quelconque de 4, lorsqu'on connaît la fonction pour toutes 
les valeurs de x comprises entre o et 1; nous verrons plus bas 
qu'il suffit même de connaître (x) pour les valeurs comprises 


entre o et 


Dim 


84. Produit de deux fonctions I. — Ona 
INÉEALROUE 15 ex x 1 dr cle CPP eUUYS 
0 0 
ce qu'on peul écrire, sous forme d’intégrale double, 
(2) Da) TS ff e-emass pri dr dy, 


le champ étant l’angle positif des axes, considéré comme la limite 
d’un rectangle dont deux côtés sont Ox et Oy, et dont les deux 
autres s’éloignent à l’infini : ce champ est défini paræxZ0o, y20o. 

Faisons, dans l'intégrale double (2), le changement de variables 


L'—= UP, J =u(t—0+); 


: NO RAT) ; 
le jacobien TRS est p(—u)—u(i—v)—=— u; quant au nou- 
veau champ en w, 6, 1lest défini par 
uy 20, u(I—P)20, 


d’où l’on tire, en ajoutant membre à membre, 


et, par suite, 
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Le champ C’en w, v est donc la région ombrée ( fig. 44) limitée 

par l'axe des » (uw — 0), l’axe des w:(e — 0), et la parallèle à O w, 
p — I. 

On a alors, en remplaçant dans l'intégrale double (2), x par uv 

) Pac ) © P ? 


y paru(1—»+), et dx dy par du dv mod TES c'est-à-dire par 


u du dy, puisque, dans le champ C7, w est positif, 
T(a)T(B) = foi eu UAH 1 pa (1 — p 1 du dv, 
(! 
ce qui s'écrit, d’après la règle de calcul d’une intégrale double, 
1 


CRAN TA eo) de x f eu ua+$-1 du. 
0 0 


Au second membre, la seconde intégrale est F(x + 6); la pre- 
mière est une intégrale nouvelle, fonction de « et de 6, que l’on 


1 


désigne par le symbole B(«,f$), et que l’on nomme intégrale 
eulérienne de première espèce. 
Donc, enfin, 


(5) (a)T(B)=T(a+$)B(a, pb); 


1 
(4) B(a«, = À æa-i(1— x)P-1 dx, 
0 
«et Ê désignant deux quantités positives quelconques. 


85. Autres formes de B(x, 8). — 1° La formule (3) montre que 
B(4,8)—B($,4), ce qu’on vérifierait directement en, posant, 
dans l’équation (ARRET 


1 


(4°) B(a, 8) ui rt ue 
0 
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2° Posons, dans l'intégrale (4), x = sin?w; 1l vient 


w|A 


(4) B(a, 6) — + sin2%—1 cos28—1w duw. 
0 


3° Posons enfin, dans (4), 


1 +) 
on trouve 
yB-! 
4 B — 1 dy. 
(4”) (a, 5) = EEE À 


Si, dans cette formule, on suppose 4 + 8 — 71, il vient 


æ 6-1 
BG, 6)= f 2%: 
DONNE: 


on a par suite, d’après (3), en se rappelant que (1) = 
æ 1 
T(B)T(G—É£) = [ UE 
0 # 


Nous verrons plus tard que l'intégrale qui figure au second 


; NT 
membre est égale à Srgz; ON aura donc 


nÊôr 
(5) F(B)T(1— $)= 


sin Er” 


formule qui permet de calculer T(x) pour les valeurs de la variable 


comprises entre — et 1, quand on l'aura calculée pour les valeurs 


D | 


à I 
comprises entre © et #0 Cette formule suppose naturellement 


0 << 8 <L1, puisque F(4) n’a été défini que pour des valeurs posi- 
tives de a. 


86. Valeur de r(i). — Si, dans (4"), on fait af, il 


vient 


D'ailleurs, par (3), 


r()r()=ron(22) 
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CommeT(i) —=1(n°44),;ona 


LÀ © pi . T'\ / 
pri) te, d'où l (2) AT 
Æ (a 


On peut encore faire ce calcul comme il suit. Dans l'équation 


RARES [ e-* x! dx 
A0 
posons + — y? ; il vient 
2 
F(ax) = 2 [ CE SRE UNE 


20 


d’où (n° 76) 


Tables. — I'existe des Tables donnant les valeurs de F (x); ces 
Tables permettent aussi, d’après (3), de calculer B(4, 6). 


87. Valeur approchée de T(x) pour n très grand. — [a relation 
de l(n) avec les factorielles montre que, pour des valeurs entières 
de n, l(n) croît avec » et croît même très rapidement. Legendre 
a d’ailleurs prouvé que (x), qui est infini pour æ = 0, com- 
mence par décroître, passe par un minimum pour une valeur de x 
comprise entre 1 et 2, et croît ensuite indéfiniment avec x. 

Il y a intérêt, dans diverses questions, à connaître l’ordre de 
grandeur, par rapport à », de F(n+1), ou de la factorielle 


1.2...A; voici la marche à suivre pour arriver au résultat désiré. 
88. On a, par définition, 


(6) INAIE MARIE [ e-Xxzx" dx; 
0 


e- 


la fonction sous le signe IE etx", va de o à o quand x va de o 


à , si l’on suppose n > 0; elle passe, comme on le voit, en pre- 
nant sa dérivée, (n — x)e-*x"-1, par un et un seul maximum 
pour x —n; Ce maximum est n*e ". Faisons alors, dans l’inté- 
grale de définition (6), le changement de variable 


NO EE Ce Er (4 = nouvelle variable d'intégration). 
Quand æ va de o à n, puis de n à +, £? est réel et positif 


H, — IT. 7 
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et va de + æ à o, puis de o à +; quant à {, on peut se donner 
arbitrairement son signe, puisqu'il n’est assujelti qu’à véri- 
fier (3) : prenons alors 4 négalif pour æ compris entre Oo €t /?, 
et posilif pour æ compris entre n et +; £ ira ainsi de — 
à:-J— 0, 

S . . nn 

Calculons maintenant dx; pour simplifier, posons 


T=N+U 


et cherchons du, qui est égal à dx; à cet eflet, prenons les loga- 


rithmes des deux membres de RUE 


(8) nlog(n+u)—n—u—=nlogn—n— te. 
On a, en différentiant, 
d’où 


2t(u+n) 
u 


du — de. 


Portons cette valeur, et la valeur (5) de æ"e7*, dans l'(n +1), 
c'est-à-dire dans (6) : 


\ 


RAS nt 
(9) P(n Hi) =ontert [ ee (+) de. 
n u 


— © 


Le changement de variable n’est pas terminé, puisque « reste 
sous le signe JE il faudrait le tirer de (8) en fonction de t, ce qui 


n’est pas possible explicitement; on se bornera dès lors à une 


approximation. 
Remplaçons, dans (8), log(n + u) par son développement de 
Maclaurin réduit aux deux premiers termes et au reste; il vient 


LAN ETE I | .. 
n | 1Ogn + — — — ———|—u— nlognr—1;? 
Es D 2 (n+0u)? È : 


et, après réductions, 


nu? * 2 uw Ce 2 j 
(10) sen C d’où x = W/: (0 DEEE) 


11 faut prendre le signe + devant le radical, car : 1° w et 4 
sont de mème signe, puisque w, ou æ — n, est uégatif, comme 4, 


CHAPITRE IV. — FONCTIONS EULÉRIENNES. 99 
pour 0 << n, el positif, comme £, pour n <x <a; 2°n +Üu 
est toujours positif, puisque la plus petite valeur de w (ouæ —n) 
est — À», et qu'on a 0 <0<:1. 


Tirons alors ; de (10) en fonction de t et de la quantité 


inconnue 0 (fonction de w et de n) : 


el portons-le dans l'expression (9) de ln +1); 1l vient 


An + © + 
T(n+i)=onte-r [ ee (e+4/#u)ae, 


Ye 7 


ce qui se décompose : 


pi 7 + co + 
EVE 18 et dt + IL et i—0) de] 


[(e +] 
Au second membre, la première intégrale est double de fl et dt, 
0 


car e{ est une fonction paire (Tome I, n° 263, 4°); elle est donc 
égale à /r (n° 37), et l’on à 


en [12 ‘ 
r(n+i)=vanr(©) Pope e 
È vont / 
en posant 
+ oo 
le CET ee DAC 


€ — © 


expression où ÿ désigne une fonction inconnue de { (puisque de w), 
qu'on sait seulement rester comprise entre oet1.de dis que J est 


Q [| I 
COMPTrIS EN LT El Et - 
2 3 
: 0 —+ co 
En effet, décomposons J en deux intégrales f + f LEA 
— 0 


seconde est posilive, puisque tous ses éléments sont posilifs, el 
l’on a 
Le] 


| ù Û Net 
e—lt(i—0) dt < Î Ca A RO 
v 2 2 


EAU 
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0 
De même on verrait que l'intégrale 14 , qui est négative 


Ÿ — D 

puisque tous ses éléments sont négatifs, est, en valeur absolue, 
I 

et + =; et peut 
2 


US De AIT : À I 
inférieure à -; donc J'est bien compris entre — 7 
À pr 


A0 k x 
S'écrire Jo — … avec rec. Doncentin 


(11) rGu+n=vans(t) (+ =) (—i1<k<1). 


Ke Vanr 


est, en valeur absolue, 


Dès que n est assez grand, le terme 
21T 


très inférieur à 1, et l’on a sensiblement 


(12) PÉrEx) =frnr(i) , 


C’est la formule approximative cherchée; elle donne l’ordre de 
crandeur, en », du produit 1.2.3...n, quand 7» grandit indéfini- 


ment. 


89. Remarque. — Il importe d'observer que l'erreur absolue 
de la formule (12) peut être considérable; car elle a pour ex- 


: : ILA\UE sue c AT Ë 
pression, d’après (11), k (©) » quantité qui peut devenir infinie 


avec n; mais l'erreur relative, » sera LouJours très petile el 


k 
Vanr 


mors ar 
de module inférieur à — 


V2ntr 


'é 
Une étude plus complète montrerail que le Lerme — 
V2nr 


ess ONE 


r . . L I . 
loppé suivant les puissances croissantes de > à pour expression 


k I 


Vanr 127 


ce qui montre que l'erreur absolue grandit indéfiniment avec n. 
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II. — APPLICATIONS DES FONCTIONS EULÉRIENNES. 


90. Les fonctions F servent surtout à donner l'expression 
exacte ou approchée des factorielles et jouent à ce litre un rôle 
utile dans le Calcul des Probabilités (Théorème de Bernoulli). 

En Analyse, elles ont offert un exemple important de fonctions 
représentées par des intégrales définies, et ont attiré l'attention 
d'Euler, Legendre, Gauss, Cauchy, Weïerstrass, etc. qui en ont 
donné de nombreuses propriétés. Nous nous bornerons à dire 
qu'on a étendu la définition de la fonction l(x) au cas où & est 
négalif et même imaginaire, et nous signalerons la formule simple 


2 


C : I 1 [ 
D Log (a) = 5 + 


ne Nemo in MN 
(a+ 1) (a+n? 
x fé . . £ I 
d’où l’on déduit aisément l'expression de T{a) sous forme de pro- 
duit infini 


AL == 00 


Se _ 2 
nues") 


L 


€ étant la constante dite d’E‘uler (ce —0,537215664...). 

Les fonctions B et l permettent d'exprimer des intégrales 
définies qui se rencontrent fréquemment dans les applications; 
voici deux exemples. 


91. Calcul d'intégrales. — Soit à calculer l'intégrale 
1 
il 1) æm-1(1— xP}t-1 dx, 
0 


qui est évidemment finie et déterminée sm>0,Rn>0,p>o. 
Posons 


TP= Y ou CNT AE 
nous avons 


Lo 77L 
I — —1 I m 
[= [ P_ (1 “id = 2 B(T n) 
A OT USSR 


0 
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Lodr 
Vi— xt 


Li — 


92. Intégrale de Dirichlet. — Soit à calculer l'intégrale mul- 


J = ent zY-147r dy dz (2e 8, Y positifs ), 


dans le champ limité par le trièdre positif des axes de coordonnées 


Liple 


et par la surface (!) 


x\m V n Z OUI er. 
(2) +(7) + (5) Et (m,n, p positifs). 


Faisons un changement de variables en posant 


nn UT V ET 3 Fer 
ÉE  - 
Y 
Le à mes con = _ 
heros ee . ‘dé dndt, 
mn p 


le champ étant le tétraèdre OABC (fig. 45) limité par le trièdre 


On aura 


Fig. 45. 
£ 
C 


CRAN 


8 
T) 


positif des axes OË, On, OË et par le plan 
Etn+l—=i. 


(') Cette intégrale triple donne, comme cas particuliers, le volume et le 
moment d'inertie du champ par rapport aux axes de coordonnées 


{{| LE as EL re dx dy d: + ONE dx dy ds. 


CHAPITRE IV. — FONCTIONS EULÉRIENNES. 103 


Commencons l'intégration par ra Jort à C;: Cet 1 étant fixes. les 
> D PI ? 1 ) 
limites de € sontoeti—E—n:etlona 

S l5 


PA 


l'intégrale double ayant pour le champ l’intérieur du triangle OAB. 


Elle s’écrit donc 


1 & 1—E0b 56 
tea AN, En 2 
fe | f 1” mdr] 

[NZ Pas 0 


Dans l'intégrale (entre crochets) par rapport à n, où & est 
regardé comme constant, posons 


n = u(1—Ë), d'où dn = du(i—t); 


l'expression totale devient 


1 4 1 Ê d Bar 
ef) Gr 5 ES re 
[ Em a [ un (tu) EP du, 
il 0 0 


c’est-à-dire : 
1 ï 


UE f Êrn (1 = E y" P a f u!! (I il )P du 
0 


[2] «, «, 
=28(E P+l+i)B(É Le). 
Ÿ m nn P mn pp 


\ 


Donc enfin, en remplaçant les B par leurs expressions à l’aide 
desT,ona 


«7, A \ *«/ 
an pr) (+3) (Er) 
Te at b8 c? P m n P n P 


mn Y a ( y + 
P 1 r(£+halsi)r(faeïs) 
nn Iù P nm P 


d’où, en réduisant et observant que a Lie 1) er (ï), 
\ P P P 


A $ lu 
L r Sax Tr 1 à ) 
v. at b3 cY m n p 


Cm ip 63 3 "? 
LNH ESRRE le HR HI 
m D P 


LZ- >: 
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93. Par exemple, le volume du huitième de lellipsoïde 
0? Ve Gè 


= <a Piel HE = I s'obtient en faisant dans cette formule 


NUE) = 0; L'DeTEUt 


L 
abc Gent 
- ï 

r(i) 


. I , \ ne 
Or on sait que r(:) est égal à 7; de plus 


ce qui donne 


donc 
A abc 
J ee) pe Ge 
4 
Ce qui donne 37 rabc pour le volume total. 
94. Transcendance du nombre e. — Le nombre e ne peut être 


racine d’une équation algébrique à coefficients entiers : voici, de 
ce théorème, dû à Hermite, une démonstration très simple qui 
repose sur deux remarques préliminaires. 


(a). Posons 
o(z)=e-23P[(1—z)(2—3)...(n—323)]""!, 


n et p désignant des entiers positifs, et considérons l'intégrale 


Dee o(3) dz. 
0 


On peut écrire, en développant ©(3) suivant les puissances 
croissantes de 3, et désignant par B,, B;,... des entiers, 


h= f e—23P[(n!)Pti+B,s + Biz +...+B,p+1,23" +0] dz, 
0 


c’est-à-dire 


(T0 PSE T(p +1)+ B: T(p+2)+..., 
d'où 


I 
5! F=(n!')#+(p +1) Bi+(p +n(p +2) B:—..., 
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el par suite, ce qui suffira pour la démonstration, 


| 
(1) — 1, =(n!)?+1Æ entier multiple de (p + r). 


P : 


(b). Considérons, en second lieu, l’intégrale 


Pt S6s) 03, 
a / 


où 2 est un entier positif, au plus égal à ». 
On la ramène, comme la précédente, aux fonctions F, en posant 


z=u+ h, 
ce qui donne 
L +] 


1, — eu-h(u+ h)r[{i—u—h)(2—u—h)...(n—u— h)]#"1 du. 
0 


Parmi les facteurs élevés à la puissance p +1, 1l y a un fac- 
teur wP#1, puisque L est compris entre o et x (inclus); on a alors, 


en ordonnant le polynome en w sous le signe f, suivant les 


LE 


puissances croissantes de «, 
I, = e- [CG F(p+2)+Gr(p +3)+...], 


C, GC», étant des entiers. On en conclut 


\ l n I 
(2) EM, E entier multiple de (p +). 
ral 


9%. Cela posé supposons que e salisfasse à l'équation 


(3) Ao+ Aje + Ase?+...+ A,et=o, 


les À étant des entiers. Mulciplions les deux membres de (3) 
L . ° s: . = 
par il l'entier »? qui figure dans I, étant le degré de l’équa- 


lion (3), et l’entier p étant laissé provisoirement arbitraire. On 
peut écrire le résultat, en remplaçant, dans le terme en e/, l’'in- 


[2] k [2] 
tégrale I, qui est Î o(s)dz, par f o(3) ds + [ o(s)dz, 
7/0 Ce 


0 
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h 
c'ést-à-dire par 14 + [ o(z)dz, 
LE 0 


Ao 5 1, + A; le ne TE AS en], 
P: P: P: P 


1 2 n 
L ll I 
HAE fa Aer. [ Hein ren [| 10: 
FE Pi P! 


40 210 


(49 


Or, d’après (1) et (2), la somme des termes de la première 
ligne est 


(4) Aj(n!)P+1Æ entier multiple de (p +1). 


Supposons maintenant que (p +1) soit un nombre premier 
quelconque, supérieur à tous ceux qui divisent A, et n!:1lest 
clair que l’expression (5) sera un entier non nul; ]je dis main- 
lenant que l’on pourra prendre le nombre premier p +1 assez 
srand pour que les termes de la seconde ligne de (4) aient une 
somme aussi pelite que l'on voudra. 

En effet, dans l’intégrale 


[ es sP[(i—3)(2— 3)...(n— 3)|r+1 dx, 


où Jon ao<h£n, les termes z,(1—3),..., (7 —:) sont compris 
entre — nr et + n; la valeur absolue de chacun d’eux est donc 
inférieure à n. D'ailleurs e* reste inférieur à 1, et par suite le 
module de l'intégrale est inférieur à 


n? n'(Pp+1 }, 
et a fortiori à 
n? n'(Pp+1) n, 


c'est-à-dire à 
nr+intai+lp, 


Le module de la somme des termes de la seconde ligne de (4) 
est donc inférieur à 


] 
— n'+1 nir+1)p(modA;e + modA:e?+...+ modA,e?), 


c'est-à-dire à 
M nti+1)p 


(6) = 
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M étant une constante indépendante de p. Or on sait (n° 38 ) que 


ET P 
pire l(p+1)=v2pT (2) (1+Ee), 


(24 


£ lendant vers zéro pour p infini. L'expression (6) s'écrit donc 


\ à À 


\ NP 
l>opr Ê De 
Ÿ 2 /? [rs ent+i ) (1 Î €) 


et l’on voit qu’elle tend vers zéro lorsque p tend vers l'infini, 
(p +1) parcourant la suite des nombres premiers. 

En résumé, dans le premier membre de l'équation (4), la pre- 
mière ligne est un entier non nul; la seconde est une quantité 
que l’on peut faire aussi petite que. l'on veut : la somme des deux 
lignes ne peut donc être nulle, et l’on en conclut l'impossibilité de 
l'équation (4), c’est-à-dire de l'équation (3). CHOET ED. 


Cette élégante démonstration est due à M. Hilbert. 
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DEUXIÈME PARTIE. 
FONCTIONS D’UNE VARIABLE IMAGINAIRE; 
FONCTIONS ELLIPTIQUES ET APPLICATIONS. 


CHAPITRE L 


THÉORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 


I. — GÉNÉRALITÉS. 


95. La deuxième Partie du Cours a pour objet l'étude générale 
des fonctions d’une variable imaginaire ou fonctions analytiques, 
(Tome 1, n° 155), et, comme application directe, celle des fonc- 
ions elliptiques. 

Si les quantités imaginaires ont joué, en Algèbre élémentaire et 
même en Géométrie, un rôle important, elles ont, en Analyse, 
un rôle capital : grâce à leur emploi systématique, la Science à 
subi, au cours du xrx° siècle, une transformation complète, qui à 
trouvé son origine et ses développements fondamentaux dans les 
travaux de Cauchy. 


96. Fonction analytique. — Nous savons (Tome [, n° 155 
qu'une expression P(x, y) +1Q(x, y), où P et Q sont des fonc- 
tions réelles de x et y, est dite fonction analytique de l'imagi- 
naire 3 = x + yi, si l’on a identiquement 
0P _ 9Q oP 1Q 


— = : _ —— : 
(1) 0x dy 0 y DL 
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celte fonction admet alors, par rapport à 3, une dérivée, qui est 


oP .0Q 
0x 0x 


97. Uniformité. 
drome ou uniforme dans une région R du plan, lorsque le point 3, 
c’est-à-dire le point de coordonnées rectangulaires x et y, étant 
assujetti à rester dans cette région, la fonction prend, en chaque 


Une fonction analytique a élé dite mono - 


point, une valeur unique, indépendante du chemin suivi par le 
point 3. 

Ainsi (Tome I, n° 164), la fonction (3— 4x)", pour m non 
entier, n’est pas monodrome autour du point 3 = à& : si 3 décrit, 
dans le sens positif, un contour fermé entourant une fois ce point, 
la fonction reprend, au point de départ, sa valeur initiale mulu- 
pliée par e?"ri, En particulier, V3 — «a se reproduit multiplié 


par — 1, c’est-à-dire change de signe. 


98. Continuité. — La fonction f(z) a été dite continue pour 
3 — 39 (Tome I, n° 165), lorsque, étant donné 2 aussi petit qu'on 


veut, on peut assigner un nombre à Lel qu’on ait 
2) mod [ f(35+ k) — f(2z0)] La, 


pour toutes les valeurs de 2 dont le module est inférieur à n. 
Supposons que, pour 3 — 39, f(3) admette une dérivée finie 
f'(%0) : c'est dire qu'élant donné e/, on peut assigner rn/ tel que 


l’on ait 
C2 RATE É - 
mod TE — f(5 | Eu, 


pour toutes les valeurs de L de module inférieur à 1”; 1l en résulte 
immédiatement que f(3) est continue pour 3 = 34. 
La foncuion f(3) est dite continue, dans une région R du plan, 
si elle est continue pour tous les points de cette région. 
Remarque. — Soit posé 


3=%T+üiY, 20 = Lo + Lo; h=k+ il, (EE) = PE TO, 


Si l’on observe que mod(A + Bi) est au moins égal à mod A et à 
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mod B, l'inégalité (2) entraine celles-ci : 


mod{P(ro+£, yo+l)—P (x, Yo)l <E, 


mod [Q(xo+ K, yo+ 1) — Q(ro, Poll KE, 


pour toutes les valeurs réelles de k et / telles que YÆA?+ 2 soit 
inférieur à n,et, «a fortiori, pour les valeurs de Æ et inférieures 
ur) - . 

à —! en valeur absolue : sous une autre forme si f(z) est continue 

2 
pour 3 = 3, P(x,y) et Q(x, y) sont des fonctions continues des 
deux variables T'et y, pour LT — Ty, V — Yu. 

La réciproque est à peu près évidente. 

De même, si f(z3) est continue dans une région R, les fonc- 
tions P(æ, y), Q(x, y), et, par suite, le module WP?+ Q?, sont 
fonctions continues de x et y dans KR. 

Comme corollaire, mod f(3) admet un maximum fini M dans 
toute région à l’intérieur et sur le contour de laquelle la fonc- 
tion f{z) est continue (Tome I, n°6). 


99. Fonctions holomorphes. — La fonction f(z) est dite Lolo- 
morphe dans une région du plan si elle y est uniforme et con- 
Linue, ainsi que sa dérivée. 

Ainsi, les polynomes entiers en z, les fonctions ef, e°, cos, 
sin 3 sont holomorphes dans tout le plan; les fractions rationnelles 
-le sont dans toute région qui ne comprend aucune des racines du 
polynome dénominateur, car, en ces points, la fonction, devenant 
infinie, cesse d’être continue. 


Les fonctions log(s — «), /z — « sont holomorphes dans les 
régions où elles sont uniformes, c’est-à-dire (Tome I, n° 164) à 
l’intérieur de tout contour simple ne comprenant pas le point 3=a. 

Les séries de puissances sont holomorphes à l’intérieur de leur 
cercle de convergence, puisqu'elles sont, dans ce cercle, mono- 
dromes et continues, ainsi que leurs dérivées de tous ordres 
(Tome I, n° 142-145). 

Le produit de deux fonctions holomorphes dans une région est 
évidemment holomorphe dans la même région. 


100. Points critiques. — On nomme point ordinai'e d’une 
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fonction f(z) un point tel que, dans son voisinage, c’est-à-dire à 
l’intérieur d’un cercle de rayon suffisamment petit ayant ce point 
pour centre, la fonction soit holomorphe. Un point non ordinaire 
est dit critique où singulier. 

Un point critique est isolé lorsqu'on peut l’entourer d’un cercle 
de rayon non nul, ne contenant aucun autre point critique. 


Le point critique isolé peut être de diverses natures. 


1° Point de branchement. — C'est un point qui empêche 
l’uniformité de la fonction dans une région comprenant ce point : 
en d’autres termes, si l’on fait décrire à la variable 3 un petit con- 
tour fermé entourant le point considéré &, et si l’on suit par con- 
tinuité les variations de la fonction le long de ce parcours, on 
revient au point de départ avec une valeur de la fonction diffé- 
rente de la valeur imiuale. 

Ainsi, le point & est un branchement pour les fonctions 
log(z— a), DE et (5 — a)" lorsque m n'est pas“entier 
(Tome I, n° 164); les points : = +; sont des branchements pour 


3? + 1,c'est-à-dire pour \/2z + Ve — L. 


2° Pôle. — C’est un point où la fonction f(3) devient imfinie, 
I : 
FC reste holomorphe au voi- 


sinage de ce point a, c’est-à-dire à l’intérieur d’un cercle de 


mais de telle sorte que son inverse 


centre & et de rayon non nul. 


SAR : < ; I 
Ainsi, le point 3 = 1 est pôle des fonctions ——, 


3 (s — 


R° mais 


ä F 
c’est un point de branchement POUr ————: 


La 


Mol | 
Plus généralement, pour une fraction rationnelle, quotient de 
deux polynomes A(:) et B(z), que l’on peut toujours supposer 
sans racine commune, les racines (ou zéros) du dénominateur B(3) 
sont évidemment des pôles, puisque A(:):B(z3) devient infini en 
un de ces points &, landis que B(z):A(3:) reste holomorphe au 
voisinage de &. 
SHDES 


=, les zéros 


OS & 


de coss, à savoir (Tome I, n° 158, corollaire 1°) les points 


De même pour la fonction tangz, c’est-à-dire 


T ë ; , ; 
BE + Kr, sont des pôles, car tangz y devient infinie, et la 
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. . COS 3 FIÈE 
fonction inverse, = reste évidemment holomorphe autour de 
chacun d’eux. 
3° Point singulier essentiel. — C’est un point critique, non 


pôle, tel que la fonction soit holomorphe entre deux cercles ayant 
ce point pour centre, et dont le moins grand a un rayon aussi 
pelit qu’on veut. 


m 

Par exemple, l’origine 3 = o est point essentiel pour e°: cette 
fonction, en effet, est holomorphe entre deux cercles quelconques 
ayant l’origine pour centre, et, pour prouver que ce point n’est 
ni point ordinaire, ni pôle, Je vais prouver que la fonction y est 
indéterminée (!). 


m 


En effet, les points pour lesquels e prend une valeur A sont 
fournis par la formule (Tome I, n° 158) 


M — log A +ohret ou PE MP ESRI CREER 
, à logA +—2hri 

L désignant un entier arbitraire, et 1l est clair que l’on pourra 

choisir assez grand pour que modz soit aussi petit que l’on 

voudra : la fonction prend donc une valeur arbitraire, À, en des 

points aussi voisins que l’on veut du point 3 = 0, qui est dès lors 

un point d’indétermination. 


Points non isolés. — Les points critiques d’une fonction 
peuvent être non isolés; ainsi, le point 3 — o est critique non 
: | , AU s 
isolé pour la fonction 1:sin-; parce que, les pôles de cette fonc- 


I 
kT 
d’un cercle assez petit pour ne contenir aucun d’eux. 


Lion étant les points 3 = -—; il est impossible d’entourer l’origine 


Dans d’autres cas, les points critiques peuvent former des 
lignes continues. 


CS . 
Remarque.— Soit &(3) une fonction holomorphe de z, quand 
z reste dans une région R; le point uw — #(3) reste alors, sur le 


(*) On démontre que cette propriété d’indétermination est caractéristique des 
points essentiels. 


H. — II. 8 
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plan de la variable u, dans une région R’: si f(u) est fonction 
n a / - G ee ’ LA » s 
holomorphe de & dans R/, 1l est clair que f[#(z)] sera fonction 
holomorphe de z dans KR. 
Donc, les seuls points critiques possibles de la fonction de 
r " 7 . Le) ce L ce » 1 s D . ce 
fonction fle(z)] sont : ,1° les points critiques de o(z); 2° Îles 
\aleurs de z auxquelles correspondent, par # — 0(z), des valeurs 
de u critiques pour f(u). 
Ainsi, les seuls points critiques possibles de logw(z) et de V/2(3) 
sont les points critiques et les zéros de w(3). 


101. Il y a entre un pôle ou un point essentiel et un point de 
branchement une différence fondamentale. Soit, en effet ( 2.46), 


une région R ne contenant qu'un point critique « de f(z); en- 
tourons ce point d’un petit cercle. Si a est pôle ou point essen- 
el, f(z) est holomorphe dans la région, non ombrée, comprise 
entre le cercle et le contour de R; si & est branchement, f(z), par 
exemple, log(z — a) ou ÿz— «a, n’est pas monodrome, ni, dès 
lors, holomorphe, dans cette région, puisque l’on peut tourner 
autour de a sans sortir de Ja partie non ombrée. 

Une fonction, holomorphe au voisinage de chaque point d’une 
aire comprise entre deux contours simples, peul donc n'être pas 
holomorphe dans cette aire; au contraire, il est à peu près évident 
qu'une fonction, pour laquelle tous les points d’une région à con- 
tour simple (Tome 1, n° 164) sont ordinaires, est holomorphe 
dans cette région. 


102. Fonctions méromorphes. — Une fonction monodrome 
dans une région R et n’ayant pas, dans cette région, d’autres 
points critiques que des pôles, est dite méromorphe dans R. 
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Les fractions rationnelles, la fonction lang 3 et son inverse cotz 
sont méromorphes dans tout le plan : car elles sont uniformes et 
n’ont, comme points criliques, que les points où elles deviennent 
infinies; or ceux-ci sont des pôles (n° 100, 2°). 

L'inverse 1: /(3) d'une foncuon f(z), holomorphe ou méro- 
morphe, est méromorphe: car elle ne cesse d’être holomorphe que 
pour les zéros de f(3) [c’est-à-dire les points où f(z) s'annule |, 
et ces points sont évidemment des pôles de 1: f(3). 

De même, le quotient de deux fonctions, méromorphes dans 
une région, est méromorphe dans la même région; ses pôles pos- 
sibles sont les pôles de la fonction numérateur et les zéros de la 
fonction dénominateur (!). 


103. Point à l'infini. — On dit que f (3) est holomorphe à l’in- 
fini, ou admet le point à l'infini comme point ordinaire, lorsque la 


. . I . . : ë 
fonction de u, ff) admet comme point ordinaire le point u=0. 
; CARS 


De même, le point à Pinfini sera, pour f(z), branchement, pôle 
ou point essentiel, selon que Île point # — 0 sera branchement, 
| | el 5 
pôle ou point essentiel pour f { — )- 
P pour f ee 

Par exemple, le point à l'infini est essentiel pour e”** parce que 
mi 
u— 0 est point essentiel (n° 100, 3) pour la fonction e"“; c’est 


3?— 1 


un pôle pour 3? et un point ordinaire pour ———; parce que 4 — 0 


Ë I ‘ RUE à 
est un pôle pour er et un point ordinaire pour 1 — >. 


II. — INTÉGRALES DÉFINIES IMAGINAIRES. 


104. Définition de l'intégrale imaginaire. — Soit f(z) une fonc- 
tion analytique de la variable 3, continue dans une région; suppo- 
sons que 3 aille de 3, à Z en suivant un arc déterminé et fini, L. 


(!) Nous supposons, provisoirement, que les deux fonctions n’ont aucun zéro 
ou aucun pôle commun, car, en un tel point, leur quotient se présenterait sous 
forme indéterminée. Nous verrons plus tard que cette restriction est inutile. 
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de la région : marquons sur cette ligne L, en allant de z, vers Z, 


des points successifs Zo, 51, -.., Sn, ..., 3p, LA; dans chaque inter- 
valle 3, 3»41, prenons sur L'un point quelconque &,, et considé- 


rons la somme 
(1) S—(31— 230) fo) +... + (ani — 2n)f (En) +... + (Z— 2») (Ep). 


Si nous augmentons le nombre de points z, de manière que le 
module de toutes les différences £,,, — 3, décroisse indéfiniment, 


je dis que la somme S tendra vers une limite, indépendante du 
choix des points 3, et €, sur la ligne L. Écrivons, en effet, en 
meltant en évidence les parties réelles et imaginaires, 


Zn = Ln+lVn, re En+ ln; 
J(x+iy)=P(x, 7)+1Q(7, y}, 
el portons ces valeurs dans la somme S; le terme général de 
celle-ci, à savoir (Z441 — Zn) f(n), s'écrit : 


LT n+1 — Th + L(Vn+1— Vn)] HET Qn) rt PUCES nn), 


el, en séparant le réel de l'imaginaire, 


(Tn+1— Tn)P (es Qi (FYn+1 Va) Q (re Na); 


Qui Qi C[(Tn+1 — La) OÙ Fr) 1 (Vn+1 — Yn)P (È 1 )]: 


Or la somme des parties réelles 
D Cœn— Ta) P (En 1x) ni (Vn+1 — Yn)Q(Ën; fn) 


n’est autre chose, à la limite, qu'une intégrale curviligne prise le 


CHAPITRE I. — THÉORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES. LE? 


long de l’arc L (n° 60), à savoir 


f (P ax - Q dy); 


e L 


de même la somme des parties imaginaires à pour limite l'intégrale 
curviligne 
c f (Q dr.+ P dy), 


CEE $ 


de sorte qu'il vient finalement 


(2) limS — | (Pdr—Qdr)+i f (Q dx + P dy) 
L 21 
Les intégrales curvilignes ont un sens, puisque l’on suppose f(z) 
élépueuilé  PrenOécontinues lelonside Letrque Parc lrest 
fini. La limite ainsi déterminée se représente par le symbole 


| fCz) ds, 
e/ L 
et se nomme l’éntégrale de la fonction f(z) le long de l'arc L. 


105. Cette définition, semblable à celle de l'intégrale définie 


réelle, conduit aux mêmes conséquences évidentes. 


1° Si l’on divise l'arc L en deux portions L, et L», on a évi- 


demment 


2°. L'intégrale suivant L en allant de 3, à Z est égale et de signe 
contraire à l’intégrale prise suivant la même ligne, en allant de Z 
à Z9 (voir aussi n° 59). 

3° S1 M désigne le maximum du module (!) de f(3) sur la 


ligne L, on aura 
mModS £M[mod(z,— 3,)+ mod(3:—z;)+...+ mod(Z — z,)|, 


car le module d’une somme est au plus égal à la somme des mo- 


dules. 


(*) Un tel maximum existe, puisque f(3) est continue dans une région qui 
comprend L (n° 98). 
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D'ailleurs mod(z,— z,) est la longueur de la corde 3,5, et 
ainsi de suite; la somme de ces cordes étant au plus égale à l’arc 22, 
on aura, en désignant par L la longueur de l’arc d'intégration et 
en passant à la limite, 


mod | / TER) “| SNL 
LL 


106. Changement de variable. — Posons 3 = F(w), en dési- 
enant par F(w) une fonction analytique de w, et supposons que 
le point w, lorsque le point z décrit un arc L, décrive un arc A; 
admettons de plus que la relation 3 = F(u) fasse correspondre, à 
un point 5 de L, un et un seul point w de À, et réciproquement. 

Dans ces conditions, on démontre sans difficulté la formule 


ni J(s) dz= j ALPCuL) leu Drdre 
É A 


On part, pour cela, de l’expression (2) de l'intégrale proposée 
Ï J ? l DO [ ? 
mise sous la forme 


f (P+iQ)(ax + ar), 
CS 1 


ce qui ramène le changement de variable à une opéralion analogue 
dans une intégrale curviligne. 


Théorème fondamental de Cauchy. 


107. Théorème. 
une proposition importante et célèbre, due à Cauchy, et qui 
s’énonce ainsi : 


Toute la théorie qui va Suivre a pour base 


Soit f(z) une fonction holomorphe dans une région R du 
plan, à contour simple : l’intégrale MO prise le long 
d’une ligne fermée quelconque, tracée tout entière dans la 


région KR, est nulle. 


Par contour simple on entend (Tome I, n° 164) un contour, 
sans point multiple, qui peut être tracé d’un seul mouvement 
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continu; l'aire intérieure à un cercle est à contour simple, l'aire 
comprise entre deux circonférences concentriques est à contour 
non simple ou complexe. 

Désignons par y une ligne fermée de la région R, supposée 
décrite, par exemple, dans le sens positif; on a, par ce qui précède, 


(3) Î J)a5 = [Par Q@)+i f (Qdr+P a. 
Le ve 


D’après l'hypothèse, f(z) est holomorphe à l’intérieur du con- 
tour y et sur ce contour, c’est-à-dire que les fonctions P et ©, 
ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, sont bien 
déterminées et continues à l’intérieur de y et sur y; on peut donc 
(n° 66) appliquer aux deux intégrales curvilignes du second 
membre de (3) la formule de Riemann (n° 64), ce qui donne 


à ; + 2] oP 00 
l (P dx —Q dy) — — | | ( — + *) dx dy, 
e/ + i e CAT Ov (OH 4 
| à 
3 + re / P 00 * 
/ (QdrEPidr) = [l | ( — il AÉHTIUES 
e/ + . , . OA | 0x OY 


1 


G étant l’aire enveloppée par le contour y. Mais, d’après les iden- 
tités fondamentales du n° 96, à savoir, 


oP 0Q o0P 0Q 


D MUOTR ARTE 

les deux intégrales doubles ci-dessus sont identiquement nulles ; 
il en est donc de même de deux intégrales simples, ce qui, 
d’après (3), démontre le théorème. 


108. Extension. — Le théorème fondamental peut être étendu 
à un contour complexe. 

Supposons que f(3) soit holomorphe dans la région (non 
ombrée) comprise entre un contour simple + et des contours 
simples y,, ÿ2, ..., intérieurs à y (fig. 48), ainsi que sur ces con- 
tours. 

Joignons (fig. 49) deux points voisins de chaque contour inté- 
rieur à deux points voisins sur le contour, pardes lignes infiniment 
voisines mn, mn, ...; nous formons ainsi un contour simple, à 


l’intérieur duquel fa) est encore holomorphe. Nous pouvons 
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donc appliquer à ce contour, décrit par exemple dans le sens des 
flèches, le théorème de Cauchy, ce qui donne évidemment : 


Jar + f Sas f ras + f(z)dz+...—= 0. 


n'In' 


Or, quand les deux bords, mn et m'n', de chaque coupure se 


rapprochent indéfiniment, la fonction J(z), holomorphe dans la 
région donnée, prend, à la limite, les mêmes valeurs le long 


de mn et de m'n!, de sorte que les deux intégrales f gl x 
m'n' 


UT 


prises en sens contraire suivant la même ligne, se détruisent 


SN À 


les contours , et Y2 Étant décrits dans le sens négatif, landis que 
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Ÿ l’est dans le sens positif. On peut aussi écrire 


MOT MOT Î fta)ds +, 
Y ct NES 


les contours étant tous décrits dans le même sens. 

C’est l'extension cherchée : l’intégrale suivant le contour 
extérieur est égale à la somme des intégrales suivant les con- 
tours intérieurs. 


109. Corollaire I. — Soit f (3) une fonction holomorphe dans 
une région à contour simple R; désignons par 4,aZ et z0Z 
deux lignes, allant d’un point 3, à un point Z de R, sans soruir de 


Fig. 50. 

Z 

a b 
Fo 


cette région (fig. 50). On a, en appliquant le théorème fonda- 
mental au contour simple que forment ces deux lignes, 


| Jf(sz)dz + / 129 430 ou 18 = / 
#5, HZ CV AU 


24 QE NON TN À 


En d’autres termes, l'intégrale de f(3), le long d’une ligne 
allant de 3, à Z sans sorur de R, est indépendante du choix de 
celte ligne. 


110. Corollaire II. — D'après cela, si f(3) est holomorphe 
dans une région à contour simple R, l'intégrale 
5 / ; S 


HU = / fCs) dz, 


rise le long d’une ligne quelconque, L, allant de 3, à &w et située 
D 5 | jue, L; 0 
dans R, est une fonction uniforme de sa limite supérieure w, dans 
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la région R : sa valeur est en effet unique, puisqu'elle est (n° 109) 
indépendante du choix de la ligne L. Je dis qu’elle est fonction 
holomorphe de u, et que sa dérivée est f(u) : 1l suffira d'établir 
ce dernier point, car l'intégrale [(u) ayant une dérivée finie sera 
continue (n° 98) dans R ; elle sera dès lors, dans cette région, uni- 
forme et continue, ainsi que sa dérivée f(u), donc holomorphe. 
Cherchons donc l’accroissement AI de [ quand on change « 
en &w + Au; soit L'une ligne quelconque d'intégration allant de z, 


ie mire 


£L 


à u( fig. 51); pour ligne d'intégration de 3, à &u + Au, prenons L, 
suivie du segment rectiligne qui joint les points LT ELU EAN. 
On a alors 


LL Au 


u + Au u + Au 
(AJ 1e (sde [ f(u) ds + [ [/(z)— /(u)]dz. 


FE nt 
Au dernier membre, la première intégrale est f(w) Au, car « 
_ uw + Au 
est une constante sous le signe |, et f ds est égal, par la 
[42 


définition même de l’intégrale imaginaire, à Au. D'ailleurs f(z) 
est continue pour 3 —u; on peut donc prendre Au assez pelit 
pour que, 3 restant sur le segment « 


, u + Au, le module de 
f(z) — f{u) demeure inférieur à tout nombre &, et l’on a dès lors 
(04100) 

,u+ Au 


mod f [f(3)— fKu)] ds < e modAw, 


puisque la longueur du segment d'intégration est mod Au. La rela- 
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ion (4) donne par suite : 
mod[Al—/(u)Au]<emodAw, 
d’où 


AT 
mod FE —f(u)] ane, 


ME : AI ee : : 
ce qui établit que —— à pour limite f(u) quand Au tend vers zéro ; 
Ï [ASE EI ; 


la dérivée de [(u) est donc f(u). RON U. 
Ainsi : 


L'intégrale d’une fonction f(z), holomorphe dans une région 
à contour simple, est une fonction de sa limite supérieure 3, 
holomorphe dans la même région; sa dérivée par rapport à 3 


CSLRIVS |" 


111. Corollaire III. — Si F(z) est une fonction holomorphe 
dans la région R, ayant pour dérivée f(3), on aura 


f f{u) du = F(z) — F(2). 


En effet, les deux membres, ayant même dérivée par rapport à z, 
ne peuvent (Tome [, n° 155, Remarque) différer que d’une con- 
stante, laquelle est nulle, puisque ces deux membres sont évidem- 
ment égaux (à zéro) pour 3 — 3. 


De là résulte également qu'on peut appliquer à l’intégrale 


[ f{u) du lintégration par parties. 
L Z0 


112. Remarque. — Le théorème fondamental de Cauchy sup- 
pose f (3) holomorphe à l’intérieur du contour d'intégration y, et 
sur y; il est généralement en défaut si cette condition n’est pas 
remplie. 


à . +: po : 
Exemples. — 1° Soit l'intégrale / = brise, dans le sens 


posiuf, le long d’une circonférence C, de rayon R, ayant pour 
centre le point 3 = &. On a, sur la circonférence, en désignant 
par © l'argument de 3: — «, 


Se = R(Coso + 1 sino) =" Ref, 


ds = Rieï? do : 
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d’où ce résultat à retenir : 


puisque augmente de 27 quand on décrit la circonférence dans 
le sens positif, 

L'intégrale n'est donc pas nulle; on voit d’ailleurs qu'elle ne 
dépend ni du rayon du cercle, ni du choix du point de départ de 
l'intégration, comme cela doit être en vertu du théorème de 


étant holo- 


Cauchy étendu (n° 108). En effet, la fonction 


LS 


morphe entre deux circonférences C et C’ de centre 3 = a&,ona 


quel que soit le point de dépare. 


: HA dz : 
2° Au contraire, l'intégrale Je prise, par exemple, le long 


e = 


d’une circonférence de centre 3: — o et de rayon R, dépend de R 
et de l'argument ©, du point initial, car si l’on pose 


iQ 
2 = REP US Net 0 Nate ET OEnR 
on a 
! - 27m i9 ( ÉD \ Put+2T iQ 
Œ=s de a — 
mare RETRACE Le 2 
JS =+ivR e? do=+2yR\e?), =+4VRe 
V 3 ?o 


III. — INTÉGRALE DE CAUCHY. 


113. Formule de l’intégrale de Cauchy. — Soit f(3) une fonc- 
uon de 3, holomorphe à l’intérieur d’un contour sémple y, et sur 
ce contour; désignons par & un point quelconque intérieur à ” : 
je dis qu’on a 
(i) | JG) ne dz — 


Ÿ 


(0 


En effet, la fonction de 3, RSS est évidemment holo- 


Æ 
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morphe dans la région à contour complexe comprise entre le con- 
Lour y et une circonférence quelconque #, de centre &, intérieure 
à y; on a donc, par le théorème de Cauchy étendu (n° 108), 


fie Dre, re = f J(z Pis fa) 


Jy 3— 4 e — à 


L'intégrale qui figure au second membre est indépendante du 
rayon 7° de la circonférence Æ, puisque l'intégrale égale qui figure 
au premier membre n’en dépend pas; nous aurons établi qu’elle 
est nulle si nous prouvons que son module est manifestement 
inférieur à toute quantité donnée, lorsque r est choisi assez petit. 

Or, sur la circonférence £, on peut poser, comme au n° 112 


tu) 3—a= rei?, RE TUET de; 
d’où 
me, | n2T 
* f(z3)— (a) AE 
. IT ds = i | Lf(z)—f(a)] de, 
1h z—- 4 DE 


z étant, au dernier membre, supposé remplacé par sa valeur 
a+ rei?, sur À. Mais la fonction f (3) est continue pour s — a, on 
peut donc prendre r assez pelit pour que, 3 restant sur la circonfé- 
rence 4, mod[ f(z)— f(a)] demeure inférieur à tout nombre, 
et l’on a dès lors 


mod 1 [ f(z )=fta]de<ef GS ve 


0 e 


1h 74% ds = f(a) Re 


or le second membre, en vertu du théorème de Cauchy étendu, 
UT M dz 
est égal à /(a) J + 


au n°112), à 27 f(a), en supposant les contours décrits dans Île 


=: C'est-à-dire, par (2) (ou comme on l’a vu 


sens posilif. 
On a donc finalement la formule de l'intégrale de Cauchy : 


(3) ; CS) ds 


= 0 TU 


y étant décrit dans le sens posiuf, et & étant intérieur à y. 
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Si le point & était extérieur à y, le premier membre de (3) serait 
nul, puisque f(3):(3— a) serait holomorphe dans + et sur 7. 


Extension à un contour complexe. — Si f(z) est holo- 
morphe dans la région KR, comprise entre un contour y, et 
des {contours yi1,0Ye,/..0(1/12.102), CLISURNOESEOnIOUE nn 
en désignant par Æ une petite circonférence ayant pour centre 


un point a de R (n° 108), 


LA 


Or, d'après (3), A | ds est égal à 274 f(a); ce qui donne : 


EE 


formule qu'on peut écrire 


a EPA 2) 
(3 bis) A 


He eo LU), 
HE 0 “om 


en convenant de représenter par / la différence entre l'intégrale 
vf 
prise suivant V5, et la somme des intégrales prises suivant y;, 


V2, -.., LOUS Ces contours élant décrits dans le sens posilif. 


114. Expression des dérivées. — Dérivons une fois, deux fois, .…, 
par rapport à a les deux membres de l'équation (3) ou (3 bis), en 


appliquant, sous le signe Il la règle ordinaire de dérivation, que 
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nous ] ustifierons tout à l'heure. Il vient 


(4) fr) = Ra Re 
| ; DTA EE D) Fe 
Y 
(4 LA 1.2 k HER PE pa 
JA ES = iles | 
: Ve NOR ACER 621 4 
A Re mnt: 


Toutes les intégrales, dans les seconds membres, sont évidem- 
ment des fonctions uniformes de a, car leurs valeurs, pour une 
valeur de &, sont parfaitement déterminées tant que Île point à 
n’est pas sur le contour y : chacune d'elles, ayant pour dérivée la 
suivante, est dès lors une fonction analytique et continue de 4. 
Donc : Les dérivées d’une fonction holomorphe dans une 
région, à contour simple ou non, sont holomorphes dans la 
même région, puisque chacune d’elles y est uniforme el continue, 
ainsi que sa dérivée. 

Reste à justifier la dérivation sous le signe le pour une fonc- 


üuon du type 


n élant entier et positif. 
Or on a, en formant ©(a + h) et retranchant (a), 


(z—a— ht (s— a)" 


o(a+h)—yp(a) = f JC) Er — dz ; 


d’ailleurs, l'identité classique de la division donne 


[ ( la h2 


en en Az à)? NE rer n) 


et, en dérivant (7 — 1) fois les deux membres par rapport à «4, on 
trouve immédiatement 
Ù 1 nh 1e 


(32=a—h" (3—a)t og (3—apri (s—u)tl(5—a—h)t Ka 
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P(z, a, k) étant un polynome entier en 3, a, h. Donc 


o(a+h)— (a) f Ja) 
ï NAN REC 


+ f ne LS Gun) LE 


.(3— a)#i(zs—a— ht 
4 


L'intégrale qui est le coefficient de À au second membre a son 
module fini : car, z restant sur le contour y, et À demeurant 
voisin de &, à l’intérieur du contour, les modules des quantités 
fs), (G— a), (z— a —h)", P(z;a, h) sont évidemment 
limités et 1l en est de même de la longueur du contour y; donc 


n° 105, 3°), le module de l'intégrale considérée est fini : il en 
2 e) e] 

o(a+—h)—u(a) 

RAS LA TT #1 1 


résulte que la limite, pour À — 0, du rapport r 


c’est-à-dire la dérivée de (a), est bien la quantité 


conformément à la règle de dérivation sous le signe 112 


115. Remarque. — La formule de l'intégrale de Cauchy, (3) 
ou (3 bis), | 


montre qu’une fonction f(z), holomorphe à l’intérieur d’un con- 
Lour + et sur y, est déterminée en tout point @, intérieur à y, dès 
que l’on connaît sa valeur le long du contour : c’est là une pro- 
priété des fonctions holomorphes dont le seul énoncé fait com- 
prendre l'importance. 

D'ailleurs, les valeurs que prend une telle fonction le long d’un 


; PR 7008 SR. 
contour, y, ne sont pas arbitraires, puisque l'intégrale LAC) d= 
ï 


doit être nulle, ainsi que toute intégrale du tvpe [/()e(s) ds, 
! e Ÿ 


9(3) désignant une fonction holomorphe dans + et sur y. 
À l 

Soit au contraire f (3) une fonction définie arbitrairement en 
chaque point, 5, du contour y, et continue sur ce contour. 
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L'intégrale 


a étant intérieur à y, définit une fonction de a évidemment bien 
déterminée : on reconnaît, comme plus haut, que sa dérivée est 


a Nemer JG E dz, et ainsi de suite; d’où l’on conclut encore que 
27H VE 

la A de a considérée est holomorphe à l’intérieur de +. On 
aurait tort, toutefois, de la représenter par f(a), car en général sa 


valeur, Re a tend vers un point z, du contour, ne tend pas 


vers / (30). 


116. Corollaire II. — Les formules (4) et (5) fournissent une 
limite supérieure du module des dérivées f(a), f'(a), 
l’intérieur de Y. 

Soient, en effet, M le maximum du module de f(z) sur le con- 


tour (n° 98), à la plus courte distance de & au contour; on a, en 
vertu du n° 105, 3°, 


L étant la longueur du contour y; d’où, par (5), 


.n ML 


SAR+L 


mod/f#(a)= 


S1 y est une circonférence de centre «a et de rayon R, celte for- 
mule devient 
2 


modf#(a)= = M 


117. Séries à termes analytiques. — On a défini au Tome 1] 
(n° 166) la convergence uniforme d’une série à termes analy- 
tiques : on dit que la série en z 


Uu(z)+u2(z)+...+ un(z) + R;(z) 


converge uniformément dans une région R, ou sur une ligne L,, 
lorsque, étant donné e aussi pelit qu'on veut, on peut assigner un 
entier N, fonction de € seul, tel que le module du reste, R,(z), 


Hart. 9 
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soit <<, pour toute valeur de n égale ou supérieure à N, et toute 
valeur de 3 dont l’affixe est dans la région R, ou sur la ligne L. 

Les théorèmes suivants sont d’une grande importance dans la 
théorie des séries : 


Soit une série S(z)—=ui(z)+u:(3)+..., les u,(3) étant 
des fonctions holomorphes de z dans une région finie R de 
contour y simple ou non, et Sur ce contour. 


Si la série converge uniformément sur une ligne finie L 
de la région R, son intégrale, le long de L,, s'obtient en faisant 
la somme des intégrales des termes de la série. 


Il suffit, pour l’établir, de répéter le raisonnement fait au n° 313 
du Tome [ pour les séries à termes réels. 


Si la série converge uniformément sur le contour 7, 
celte série et toutes les séries obtenues en dérivant une fois, 
deux fois, ..., les termes de la première convergent unifor- 
mément dans toute région R' intérieure à R; chacune d'elles 
est la dérivée de la précédente; toutes sont des fonctions holo- 
morphes de z dans KR. 


On a, en elfet, en désignant par æ un point de R, et par g +1 
un entier posilif, 


S (CZ) vi ROUES U2(3) 


(3 —x)ITI FE (3 = 2 )1m01 (3— x)1+1 Lx 


La série en 3 au second membre converge uniformément, comme 
la proposée, sur le PR car son reste, quand = D y, a son 


module inférieur à Nat -modR,(3), à représentant la plus courte 


distance de x au contour. On a donc, d’après 1°, en intégrant le 
long de les deux membres de la relation précédente, 


Jl se) . murs) ) 7. \ 
(z—+) TRI MP a) GTiTatt 


d’où, en appliquant à chacun des termes du second membre la 
formule (5), application légitime, puisque les w,(:) sont holo- 
morvhes dans y et sur y, 


S(z) TE (4) 
Hier ds = (x) + (x) +. 


— x )1ri 
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La série des dérivées d'ordre g, u®(x)+u#(x)+..,., con- 
erge donc dans KR; et, si S(2/(x) est sa somme, on a 


, TA SANTE (4) : (4) en Z 
(6) (Tr) = u/(x) Lu ÉNE R LE ler rats 


2TL 


Je dis maintenant que la série en +, S (x), converge unifor- 
mément dans R’. En effet, d'après la formule (5), à savoir 


! (= 
Co ji UnlÆ) 
CEA ( —, je ———— ds, 
> TL PAVE 


LZUR CA RECES 


> DAS q) f » \ È 7 W 
leres tre", a pour valeut rs Korea 
Ÿ \ 


d=, quan- 


ulé dont le module, lorsque æ demeure dans R’, est inférieure à 
ie L, 1 désignant le maximum du module de R,(:) sur, La 
longueur de y, d le minimum de la distance à + d’un point de R”: 
comme 4, pour 7 assez grand, reste inférieur à e, en vertu de la 
convergence uniforme de S(3) sur y, la proposition est établie. 

En particulier, pourg=o, on voitque la série u,(x) + ua(x) +... 
est convergente dans R, et uniformément convergente dans R'; 5 
S(æ) est sa somme, on a 


DT) ui) HtalT) HE... = Le da. 


On reconnait ensuite, comme au n° 119, que la dérivée de 
la foncuon S( (x), donnée par l’intégrale qui figure au dernier 
membre de (6), est égale à l'intégrale qui donne S(9#1/ (x): done, 
enfin, la série proposée et les séries des dérivées successives de 
ses termes étant convergentes dans R, etayant chacune la suivante 
pour dérivée, sont des fonctions holomorphes de x, dans la ré- 
sion R. GPO LED 


Bemarque. — Cette théorie permet de démontrer à nouveau 
certaines propositions établies au Tome 1 pour les séries de puis- 
sances. 

Une telle série, en effet, comme on l’a vu, converge uniformé- 
ment à l’intérieur et sur le contour de toute circonférence y inté- 
rieure au cercle de convergence; donc, d’après ce qui précède, la 
série formée par les dérivées d'ordre g de ses termes converge 
uniformément dans toute région intérieure à y; chacune de ces 
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séries est la dérivée de la précédente, et toutes sont des fonctions 
holomorphes dans et sur y, c’est-à-dire dans le cercle de conver- 
gence, la circonférence de ce cercle pouvant être exceptée. 


IV. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE. 


118. Série de Taylor. — Soit f(z) une fonction holomorphe à 
l’intérieur et sur le contour d’une circonférence y de rayon R, 
ayant pour centre le point 3 — «a; désignons par &@ + £ un point 


Fig. 53. 


intérieur à ce cercle. On a, d’après la formule de Cauchy (n° 113), 


Ù JF) 
- d) = lz 
ANR 2RI./, 4 —a— ar 
ce qui s'écrit RE LD 
f(a+t 1: : 
[41 = eo 
x ; Z Ne 
PEL PAL 
RE  ——— ——— |, 
ne. 
ou 
f(a+t) = DR dz 
TL J, 3: — 4 
16 
t ‘#è t'i—1 Z 
+ —: | ERRESr —di+...+ : __ JS FAR 
TL (er 2 ty NEC 


e 54 } 


On peut écrire, d’après les formules du n° 114, 


ED ia +0 = fa) + fa) EE) ER 


_ 
Se 
ce 
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le reste R, ayant pour expression 


ENT EN RS D ne ln 
—— D on A eg NE MEPARÉ 


je dis qu'il tend vers zéro pour 7 infini. 

Soient, en effet, M le maximum du module de f(z3) sur la cir- 
conférence +, 7 le module de £ : le point 3 étant sur, mod(s— a) 
est égal à R, mod(z — & — t) est au moins égal à R 


a, dès lors (n° 105, 3°), 


Tr; et l’on 


nl Me 
mod RS Ar A eur LA D 


RM T \" 
RASAUR 


Le dernier membre a pour limite zéro pour n infini, car + est 


IA 


| 


inférieur à R, puisque le point a + £ est à l’intérieur du cercle y. 
La série qui figure au second membre de (3), prolongée indéfi- 
niment, est donc convergente et représente f(a + t), à la seule 
condition que le point & + # soit intérieur au cercle. C’est la série 
de Taylor étendue par Cauchy aux fonctions analytiques. 
En posant = a + t, d’où & — 3 — a, on peut écrire aussi 


J(s)= f(a)+(s—a)f'(a) 
(8) 4 (z— a)? (z— an 


RE Sa) + Fra) +, 


\ 


développement valable à la seule condition que le poiat 2 soit 
intérieur au cercle de centre «a, dans lequel f(z) est holomorphe. 
D'ailleurs, ce développement, étant une série de puissances, est 
absolument et uniformément convergent dans tout cercle inté- 
rieur au précédent. 


119. La série de Maclaurin s'obtient en faisant a — 0 : toute 
fonction f(z), holomorphe dans un cercle décrit de lorigine 
comme centre, peut donc se développer en série convergente, 
ordonnée suivant les puissances croissantes de z, pour toutes les 
valeurs de 3 intérieures à ce cercle : 


Mis\ lo) tarot et TO 


n! 
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120. Remarque. — D'après cela, si le point & est un point 
ordinaire (c’est-à-dire non critique) de f(z), on peut développer 
f(z) par la formule (8), pour toutes les valeurs de 3 com- 
prises à l’intérieur d’un cercle (cercle de Taylor) ayant pour 
centre & et pour rayon la distance de ce point au point crilique le 
plus voisin : car, à l'intérieur de ce cercle, f(3) n’a pas de point 
critique et reste holomorphe. Surle cercle même, 1l y a doute; la 
série peut n’être pas convergente. 

Au delà du cercle, la série est certainement divergente : car cette 
série est une série de puissances; si donc elle convergeait pour un 
point M plus éloigné de a que le point critique le plus voisin de 
la fonction f(z), elle convergerait certainement à l’intérieur de la 
circonférence ayant & pour centre et passant par M, d’après les 
propriétés des séries de puissances (Tome T, n° 141, 142). Elle 
serait donc, toujours d’après ces propriétés (n° 99), holomorphe 
dans ce cercle, ce qui est impossible, puisque, par hypothèse, le 
cercle contient un point critique. 

On sait ainsi fixer d’une manière exacte, pour une fonetion 
donnée, le rayon du cercle à l’intérieur duquel converge la série 
de Taylor ou de Maclaurin, et l’on voit que l’introduction des 
imaginaires est indispensable, puisque le point critique le plus 
voisin de & peut être imaginaire. Par exemple, la fonction ÿ/1+ x? 
ne peut être développée en série de Maclaurin convergente, même 
pour des valeurs réelles de +, que si modx reste inférieur à 1 : 


les points critiques de la fonction (/1 + z? sont en effet + et — x 
(n° 100). 

Pour log(1-+z), l’origine est un point ordinaire, les points 
critiques se réduisent au seul point 5 = — 1 : la série de Maclau- 
rin est donc convergente si mods < 1; de même pour la fonction 


I An : : T : : 
ice la série de Maclaurin converge si mod 3 < = car les points cri- 


: I k À T 
tiques de —— sont des pôles, zéros de cosz, - + Æx (!). 
COS 3 É 19) 


(') Le quotient f(z):2(z) de deux fonctions analytiques est développable, 
autour d’un point ordinaire a, en série de Taylor convergente dans un cercle 
ayant pour centre a, et pour rayon la distance de ce point au point critique le 
plus voisin : ces points critiques du quotient sont ceux de f et de ©, et aussi les 
zéros de ©. 
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121. Série de Laurent. — Laurent a étendu la théorie précé- 
dente. 

Soit f(z) une fonction holomorphe à l’intérieur et sur le pour- 
tour d’une couronne circulaire, comprise entre deux circonfé- 
rences C et c, de même centre a, de rayons R et r. Désignons 


par a + t un point de la couronne; si nous entourons ce point 
d’une petite circonférence #, la fonction - no #) sera holomorphe 


dans la région comprise entre les trois FPS et l’on 
aura, d’après le théorème de Cauchy pour une région à contour 


non simple (n° 108), 


ee ee ET 
3: — a — tt 


LACS € e/ fe 


les trois circonférences étant décrites dans le sens positif. Or, en 
vertu de la formule de l'intégrale de Cauchy (n° 113), 


PALIER or /(A t); 


3 —a—t 


. fl | ES 
2r1f(a+t) = f PAGE ee 
c?—a4—t MORE TRES 


Sur la circonférence C, le module de 3 — & étant supérieur à 


celui de £, écrivons 


d’où 


I I PL l d'i—1 t2 
—— — ————© + + ——— + —- 
3—a—t  z—a  (3—a) (z—a)t  (3—-a)!(z—-a—t) 


sur la circonférence c, mod(z—a) étant inférieur à mod, 


écrivons 
I I [ z—4u (z—a)r-1 (3 — a)" 
— — : = à 
—a—t (—(z3—a) l L? tr taie —à)|" 
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et portons ces valeurs dans l’expression de 2rif(a + t).Ilvient 


Æ JS) PACA 
tf(a+t) Ne peer 13 +... 


Ia LPC " dz +R 


HUE 
nos 5 JE arr )d3+Tn. 


al FL our +. 


On voit aisément que les modules des deux termes complémen- 
taires, R; et r,, ont pour limite zéro, pour n infini : soient en effet 


ï hr ? 
M le maximum du module de f(z) sur la couronne, 7 le module 


det,ona 
"AL } t 
modRe— mod [ft = SM (D). ares 


eC 
( 4 (z— a)" RTC R 
= mod 0) pe M (2) re 


t les seconds membres tendent vers zéro, pour 7» infini, puisque 


mod 7» 


le VI 
On a ainsi développé 274 f(a +t), et, par suite, f(a +1), en 


une double série convergente, ordonnée suivant les puissances 


positives et négatives de £, de la forme 


B 
f(a+t)= A+ Ait+...+ A,tir+.. .- rod Rte 


les À et B sont des constantes par rapport à #, représentées par 


des intégrales définies : 


Rp J (a) ï 
Aer fente d 


By= — = JC (5 — a)t-1 ds. 


2TL 


I 
f on peut prendre = car Ja 
€ Er e 


(') Au lieu de prendre, pour A,, mp 
Mi 
: donc (n° 108) 


fonction ait est holomorphe dans la couronne circulaire 


= 


TEE De même, au lieu de ol ou fe on peut prendre É s étant une cir- 
C e C c ec 


conférence concentrique à GC et c, et de rayon intermédiaire 
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Ce développement est convergent si le point (a + t) est dans 
la couronne. 
On peut écrire aussi, en posanta+t—3, d'oùt=:—a, 


f(3)= Ao+Ai(s—a)+...+A,(s— a+... 


(9) B; Ba 
_ +... + ——— +..., 
3 — 4 (Re 2 


les deux séries étant convergentes pour toutes les valeurs de = à 
l’intérieur de la couronne : on reconnaît, comme dans l’étude des 
séries de puissances ordinaires, qu’elles sont absolument conver- 
sentes dans la couronne, et uniformément convergentes dans 
toute couronne concentrique et intérieure à la première. 


122. L'application la plus importante de la série de Laurent est 
le développement en série d’une fonction f(z) autour d’un point 
singulier essentiel isolé a : en effet, décrivons de & comme centre 
un cercle GC, ne contenant aucun autre point critique (ce qui 
est possible, puisque a est un point critique isolé); soit c une 
circonférence de centre a, intérieure à C et de rayon aussi peut 
qu'on veut. La foncuon f(z) est holomorphe dans la couronne 
comprise entre les deux circonférences, d’où le développement : 


162 — Ao + Ai(z—-a)+...+ An(z—a)+... 
Bi B, 


Ste. 
S— 4 (3-— aq" 


applicable à toutes les valeurs de 3 comprises dans le cercle C, 
le point & excepté. 
1 

193. Exemple. — La fonction f(z) — e* admet l’origine 3 — 0 
comme point essentiel; le rayon du cercle G est alors aussi grand 
que l’on veut, c’est-à-dire que la série de Laurent est valable 
dans tout le plan, le point 3 — o excepté. On a effectivement, par 
le développement classique de et, 


ce qui est bien une série de Laurent, réduite aux termes à puis- 
sances négatives, et qui converge, en vertà des propriétés de l’ex- 
ponentielle, pour toute valeur de z, sauf 3 = 0. 
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124. Série de Fourier. — C’est une transformée de celle de 
Laurent, dans le cas d’une fonction périodique. 

Soient w — «a + bi une quantité quelconque; À son affixe, 
c'est-à-dire le point de coordonnées rectangulaires & et b. Dési- 
gnons par f(u) une fonction de w holomorphe dans la région 
indéfinie, R, comprise entre deux parallèles quelconques à OA, et 


supposons de plus que, dans cette région, f(u) admette la pé- 
riode w, c’est-à-dire qu’on ait f(u + w) = f(u) : 1l est clair que 
les points & et uw + w sont sur une même parallèle à OA. 
Posons maintenant 
2iT u) 


, c'est-à-dire u— ——10g83z, 
DIMAE 


et cherchons dans quelle région du plan de la variable = 
reste le point 3, lorsque le point « reste dans R. 
Le long d'une parallèle à OA, w est évidemment de la forme 


: 
U=tUpE Tr AU, 


À étant réel et variant de — à + : donc, aux points &w de 
celte parallèle, correspondent les points 3 donnés par l’équation 


: [14 
21 L 


B —= e To ein, 
et comme le module du second membre est indépendant dette 
suisque le module de e2%, ou cos2rÀ + isin2rh, est l’unité 
| q ) ) ) 
les points 3 considérés sont sur une circonférence ayant l’origine 
our centre. Par suite, à la région R du plan (4) répond, dans 
Ï : 5 P P ) 
le plan (z), une couronne circulaire R’ ayant l’origine pour centre. 
Je dis maintenant que f(u), considérée comme fonction de z 


oui 


ï Me on) à 
c'est-à-dire (loss), est fonction holomorphe de 3 dans la 
A de 


e 
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couronne R' et sur son pourtour. En effet, ses seuls points cri- 
liques possibles dans R’ sont (n° 100) : 1° les valeurs de 3 aux- 


œ . 
quelles correspondent, par u = —-—logz, des valeurs de w cri- 
DDC 


liques pour f(u) dans la région R, et il n’existe pas de telles 
valeurs, puisque f(u) n’a pas de point critique dans R; 2° les va- 
leurs de 3 critiques pour logz, c’est-à-dire z—0, point en dehors 
de R/. La fonction considérée admet donc comme point ordinaire 
tout point de la couronne R'; pour prouver qu’elle y est holo- 
morphe, il suffit évidemment d'établir qu’elle y est uniforme. 

Or, en un point z, de R’, logz peut prendre une infinité de 
valeurs, différant entre elles de 2Ært; les valeurs correspondantes 
def (= logs) sont comprises dans la formule f (5 log + kw) 
et sont identiques entre elles, puisque f(u) admet la période w. 
La fonction considérée n'ayant ainsi qu'une valeur pour une 
valeur donnée de 3 est uniforme, et, par suite, holomorphe, dans 
[Heonronnean de sceniresz— 0, 


On peut, dès lors, lui appliquer, dans cette couronne, le déve- 
loppement de Laurent, suivant les puissances croissantes de & : 


tu) D 
(10) f log) = A,+A;z+A:s+...- SEE RE 


DNA 


2 > 


série qui converge absolument et uniformément dans toute cou- 


® ’ e a ! 
ronne intérieure à R'. 
air © 


Revenons maintenant des à u, parz—e ‘;il vient, en dis- 

posant autrement les termes, 

dr tt in 

é —2niT — —2iT 
| QUE RS. + B,e DE bre x; 
(11) é 
Din || 2niT — 
+ Ao+ Aie uw TA e D ,.., 


développement absolument et uniformément convergent dans 
toute bande parallèle et intérieure à R. 
De là cette conclusion : 


Une fonction de u, f(u), de période w, holomorphe dans la 
bande comprise entre deux droites parallèles faisant avec l’axe 
des quantités réelles un angle égal à l'argument de w, est dé- 
veloppable en une série ordonnée suivant les puissances en- 
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° r . 21e fs sé 21H — 
tières, négatives et positives, de l’exponentrelle e ®; cette 
série est absolument et uniformément convergente dans toute 
bande parallèle et intérieure à la bande donnée. 

Pour w— 27, on retrouve évidemment une série de même 
forme que celle de Fourier (Tome I, n° 331), après substitution 


\ 


+ ( . . 
à eu de sa valeur, cosnu Æ# isinnu. 


V. — APPLICATIONS DU DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR. 


125. Théorème de Liouville. — Une fonction holomorphe 
dans tout le plan, et dont le module reste constamment infé- 
rieur à une limite M, se réduit nécessairement à une constante. 


La fonction étant holomorphe dans tout le plan, la série de 
Taylor est applicable pour toute valeur de & et de £; par suite : 


(12) f(a+t)=f(a)+tf (a) +...+ mn fn(a) +. 


Décrivons de a comme centre un cercle de rayon arbitraire R; 
on a (n° 116), puisque M est le maximum dans le module de f(z) 


dans tout le plan, 
SAONE 


mou AGE te M, 


quelque grand que soit R. Or, M étant fixe, le second membre 
de cette inégalité tend vers zéro pour R infini; donc toutes les 
dérivées J'(a);,71(a))e-#sontmulles tél iltreste dans 


Ka +1) =y(a): (PORTES 


126. Zéros d’une fonction holomorphe. — Soit f(3) une fonc- 
ion holomorphe dans une région du plan, s’annulant pour un 


point a de cette région; on a, par la formule de Taylor (8), 
(13) f(z)=f(a)+(z—-a)f(a)+..., 


développement valable quand 3 est intérieur à un cercle + (cercle 
de Taylor) de centre a. Par hypothèse, f(a) est nul; supposons 


que j'a), Ja), 5 JTuo)lescrnteusrelque/t(z)neile 
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soit pas; il reste 


ni m+1 
f(z)=(2—- a)" [pe RE ete + sl = (3 —a)"to(3), 


ÎTE ORNE (m+i)! 


k . ma ) RE 3 
el w(a), à savoir pete, est différent de zéro. 


D'ailleurs, #(z) est une série de puissances qui converge dans y, 
car, par hypothèse, (3 — a)*4(3) y converge, et, pour z — a, 
2(3) a une valeur finie. Donc (n° 99), 6(z) est holomorphe à 
l’intérieur de y. 

On dit que le point a est un zéro de la fonction /(3), et que m 
est son degré, ou ordre, de multiplicité : par ce qui précède, m 
est nécessairement un entier positif, et, pour que & soit zéro 
d'ordre m d’une fonction holomorphe (2), il faut et il suffit que 
#(3) et ses (m — 1) premières dérivées s’annulent pour z = a. 


Exemple. — Nous savons (Tome I, n° 158, Corollaire 1°) que 
les zéros de sin 3 sont les points 3 = £r; ce sont des zéros simples, 
car la dérivée, coss, ne s’y annule pas. 


127. Corollaire. — Les zéros d’une fonction holomorphe (dans 
la région où elle est holomorphe) sont isolés ; c’est-à-dire que l’on 
peut entourer chacun d’eux d’un cercle assez petit pour ne con- 
tenir aucun autre zéro. 

Reprenons, en effet, la fonction f(3) et le point a; soit s un 
nombre positif, inférieur à modo(a): un tel nombre existe, 
puisque o(a) n’est pas nul. La fonction (3), étant holomorphe 

4 4 

dans +, est continue pour 3—@, et son module l’est aussi (n° 98); 
on peut donc trouver un nombre 9 assez petit pour que, 3 restant 
dans le cercle de centre a et de rayon 9, mod®(3) reste compris 
entre les deux quantités positives mode(a)—e et modo(a) + e. 
Dès lors modw(z) ne s’annule pas dans ce cercle, c’est-à-dire 
que o(z)ne s’y annule pas; et comme on a f(:)—(:—a)"o(z), 
le cercle considéré ne contient aucun autre zéro de f(3) que le 
ro, qi): HAT, APE 


(!‘) Ce raisonnement suppose 9(a) différent de zéro, ce qui est toujours ad- 
missible, à moins que toutes les dérivées de f(z3) ne s’annulent pour 3 = a. En 
ce cas, f(z) est identiquement nul dans le cercle y, en vertu de (13). Si donc on 
trouve qu’une fonction holomorphe admet un zéro aussi voisin que l’on veut 
d’un zéro donné a, on en conclura qu’elle est identiquement nulle dans le cercle 
de Taylor ayant pour centre a. 
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On en conclut que, dans une région finite du plan, les zéros 
de f(z) sont en nombre limité. 


129$. Zéros d’une fonction méromorphe. — Considérons une 
fonction f(z) méromorphe dans une région R; soit & un de ses 
zéros dans R. On peut entourer & d’un cercle y, assez pelit pour 
ne contenir aucun pôle de f(3); sinon, il ÿ aurait un pôle aussi 
voisin qu'on voudrait de a, de sorte que la fonction deviendrait 
infinie en un point aussi voisin qu’on voudrait d’un point où elle 
s'annule : ce point serait dès lors un point d’indétermination, 
c'est-à-dire un point singulier essentiel, cas exclu, puisque f(3), 
méromorphe, n’a, dans KR, que des pôles. 

Dans le cercle y, qui ne contient pas de pôle, la fonction méro- 
morphe f(z3) est holomorphe : la série de Taylor s'applique donc, 
ainsi que toutes les conclusions précédentes. Les zéros, situés 
dans R, de la fonction méromorphe f(z) sont donc d'ordre enter: 
ces zéros sont isolés, et autour de l’un d'eux, a, f(z) peut se 
mettre sous la forme (3— a)#2(3), ©(3) étant holomorphe au 
voisinage de a et ne s’annulant pas pour 3 = 4. 


129. Pôles d’une fonction méromorphe. — Les pôles d’une 
fonction méromorphe dans la région où elle est méromorphe, 
sont isolés, car ce sont les zéros de la fonction inverse, qui est 
méromorphe dans la même région (n° 102). Il en résulte qu’une 
fonction, méromorphe dans une région jinte du plan, n’a dans 
celte région qu'un nombre limité de zéros et de pôles. 


; x : : I J be 
Si f(z)a un pôle au point à, la fonction ——; par définition, 


Ja) 
est holomorphe dans un cercle y, décrit de 4 comme centre et 
s’annule pour 3 — a. Donc, d'après ce qui précède, on a 


ñn désignant un entier positif, et (3) une fonction holomorphe 
dans le cercle y, ne s’annulant pas pour 3 = 4. 
On en uire 
| l I 


LENS RS 


(3 — a) ÿ(z) 


D'ailleurs Ÿ(z3) étant holomorphe dans y, et ne s’annulant pas 
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| 
pour 3 = a, —— sera holomorphe dans un cercle y', de centre &, 
yCa) 


ayant pour rayon la distance du point & au point critique le plus 


br Ÿe I er : ne: 1: 
voisin de ETATS c’est-à-dire au point crilique de f(a) le plus VOISIN 
(2) 


de a. Donc, par la série de Taylor, on aura, dans ce cercle /, 


I ; 
MES = A+ Ai(s—-a)+...+Ayi(z—a)l+A,(z—a)t+..., 
L(3z 


1 


ce qui donne 


0 À A A  — 
Re + Le, DER 
(14) Je? (z— a)" (z— a)—1 3 —4u 
| + Ant Anr(z—a) +... 


C’est le développement d’une fonction méromorphe aux 
environs d’un pôle, formule importante d'un fréquent usage; 
comme on vient de le dire, elle est valable à l’intérieur d’un 
cercle y’, ayant pour centre a et pour rayon la distance de ce point 
au point critique le plus voisin de la fonction f (3). 

L’entuier À est dit degré (ou ordre) de multiplicité du pôle a; 
les n premiers termes du développement (14) forment ce qu’on 
nomme la partie infinie du développement de f(z3) autour du 
pôle a, ou encore le développement polaire de f(z) autour de 
ce pôle. | 


Remarque. — Le quotient de deux fonctions f(z) et F(z), 
méromorphes dans une région R, est méromorphe dans R: on l’a 
établi au n° 102, en laissant de côté le cas où f(z) et F(:) auraient 
un zéro ou un pôle commun, a. Mais, dans cette dernière hypo- 
thèse, en vertu des relations 


J(s)=(s—a)"ve(z), F(z)=(z—-a)"®(3), 


si a est un zéro de f'et de F, ce sera un point ordinaire ou un pôle 
pour le quotient f(z):F(z:), selon que mZ2n, ou m<n. Même 
conclusion pour un pôle commun. La proposition en question est 
donc générale. 


130. Résidu. — Parmi les coefficients des termes en et 0 
3 — & )"* 


dans le développement polaire de f(z), celui de > que nous 


20 me CL 
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avons désigné par À,_,, joue un rôle spécial : il a reçu de Cauchy 
le nom de résidu de f(3) relatif au pôle a. 
Si a est un point essentiel de f(z), on nomme aussi résidu le 


>. ] 
coefficient de 


Lu. dans le développement de /(:) autour de a, 


par la formule de Laurent. 


131. Remarque I. — Le développement (14) de f(3) est va- 
lable dans le cercle y’, c’est-à-dire que la série de puissances 


An + APTE RE a) —+ Ares FF € a) -+. .. 
converge dans ce cercle : dès lors on peut écrire 


A A: Art : 
ee PS 
DL +e(s), 


(15) ÉD ae Sete (rs a 
w(z), c’est-à-dire la série de puissances ci-dessus, élant une fonc- 
tion holomorphe de 3 dans le cercle y’ (n° 99). 

La dérivée de la série de puissances #(z) est la série des dérivées 
des termes, la nouvelle série ayant encore le même cercle de con- 
vergence (Tome I, n° 145 et 143); on a donc 


n Ao À »_1 


[0 
Les — nA, A Fe : ; ru 
ZE CPE on ea ni er 


c’est-à-dire qu'on obtient la dérivée du développement (14) en 
dérivant séparément chaque terme. Le nouveau développement 
est valable dans le même cercle que l’ancien. 

La relation (16) montre qu’un pôle d'ordre n de f(z) est pôle 
p'ordre (n +1) de f'(3), et d'ordre n+p de f(?)(3). 


132. Remarque II. — La dérivée d'une fonction holomorphe 
dans une région est holomorphe dans la même région (n° 115); 
sous une autre forme, la dérivée d’une fonction de z, f(z), qui a 
un nombre limité de points critiques dans une région, ne peut 
admettre d’autres points critiques que ceux de la fonction. En 
particulier, si f(z) est méromorphe dans une région R, sa dérivée 
f'(z) ne peut avoir, dans R, d’autres points critiques que les 
pôles de f(z); d’après ce qui précède, ces pôles sont aussi des 
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pôles de f'(z), qui, dès lors, est méromorphe dans R. Donc 


La dérivée d’une fonction f(z), méromorphe dans une 
région, est méromorphe dans la méme région; ses pôles sont 
ceux de f(x); un pôle d'ordre n de f(z) est d’ordre (n +1) 
pour f'(35). 


133. Le développement d’une fonction f(:), autour d’un point 
ordinaire ou d’un pôle «a, suivant les puissances croissantes 
de (3: — a), est unique. 

Considérons d’abord le cas d’un point ordinaire 4, et suppo- 
sons qu'on ait, d’une manière quelconque, mis f(z) sous la forme : 


(17) f(z) = Ao+Ai(z—a)+...+Ani(s—a)"i+(z—a)"R(z), 


R(z) ne devenant pas infini pour 3 — 4. En vertu même de cette 
équation, la fonction R(z:), c’est-à-dire 
[f(z)— A5—...— Anis — at] — ; 
Wie Ci} 

estméromorphe autour de & : mais comme elle reste finie pourz=a, 
a est pour elle un point ordinaire (n° 129, Remarque); aucune 
de ses dérivées ne devient donc infinie pour 3— a. Alors, en 
faisant z — a dans (15) et dans les relations qu’on obtient en pre- 
nant les dérivées successives des deux membres par rapport à £, 
jusqu’à l’ordre 7 — r inclus, il vient 
Ag=n/(@), ACT ATUAE AS — PA NA IR ES ee 
ce qui montre que A5, ..., ÀA,_, sont les coefficients ordinaires 
de la série de Taylor autour du point «. 

La même conclusion s'applique dans le cas où & est un pôle 


d'ordre 77; il suffit alors de considérer la fonction (3 — a)" f(z), 
qui est holomorphe autour de a. 


Corollaires. — 1° Soient f(z) et w(:) deux fonctions holo- 
ul 1] = 1 Al ’ > 
morphes autour du point a, et supposons d’abord #(a)Zo. Il 
résulte de ce qui précède que, pour obtenir le développement 
taylorien du quotient f (3) :2(3), jusqu’au terme en (3 — a)"=! 
inclus, on n'aura qu'à diviser l’un par l’autre (suivant les puissances 
H. — II. 10 
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croissantes de z — a) les développements : 


 Éipe, (a) 


2) = (A) sa) CAN RENE te , 
fG)= f(a)+(s— a) fa CE Del eq 


réduits à leurs » premiers termes : les » premiers termes du quo- 
tient seront aussi ceux du développement taylorien cherché, car 
la division indiquée conduit, pour f(z): (3), à une relation de 
la forme (17). 

2° Siaest pôle d'ordre »# de ©(z), pour obtenir le dévelop- 
pement polaire, autour du point &, de la fonction f(z):#(5), 
on divisera encore l’un par l’autre les développements tayloriens 
de f(z) et 2(3), réduits à leurs » premiers termes, en ordonnant 
la division suivant les puissances croissantes de 3 — à : les m pre- 
miers termes du quotient donneront l'expression cherchée. 

Jl sera plus simple, afin d’abréger l'écriture, de poser z—a—t. 
et de développer suivant les puissances de #. 

3° S1aest zéro simple de c(z), le résidu de f(z): (3)autour 
du pôle a sera, d’après cela, égal à f (a) : »'(a), résultat à retenir. 

134. Théorème des résidus. — Soit f(3) une fonction méro- 
morphe à l’intérieur d’un contour simple Æ; désignons par 
a, a’, …, ceux deses pôles intérieurs à #, et entourons-les de petits 
cercles 16. Y ... (fig. 56), la fonction f(z) étant holomorphe 


Fig. 56. 


dans la région à contour non simple comprise entre k et les cir- 
conférences y, y', ..., on aura, d’après le théorème de Cauchy 


étendu (n° 108), 


fra frous freoes, 
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tous les contours étant décrits dans le même sens, que nous sup- 
poserons le sens positif. 
Or, au voisinage du pôle a (n° 131), on a 


A Are 
APE DT SUR RARE An NE RATE 
ù | (A0) 3 —€@ : 


2(3) étant holomorphe autour du point a; par suite 


TS IE _ 
e/ y es &) e y Æ 


l 


à 3 1z is 
(1) f f(x) as = A | a Î + / w(z) ds. 


L'intégrale f ot) dz est nulle, puisque #(3) est holomorphe 
Let 
dans le cercle +; d’ailleurs {n° 111) pour p > 1, 


et comme le second reprend la même valeur quand on revient au 
point de départ de l’intégration, puisque p est entier, l'intégrale 
est nulle. Pour p — 1, on a (n° 112) 


le contour 7 étant décrit dans le sens positif. 
Il reste donc, dans (1), 


f fus) di = 2TtA% 27, 


et, par suite, 


ff) ds = ori(Ani+ Au), 
e_ VA 
Ap_1, As, --. étant les résidus de f(z) relatifs aux pôles 


TELE Me à 


, 


Donc : 


L'intégrale d’une fonction méromorphe, prise dans le sens 
positif le long d’un contour simple k, est égale à la somme 
des résidus de cette fonction, relatifs aux pôles silués à l’in- 
térieur du contour, multipliée par 27r. 
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Un théorème analogue s'applique si la fonction a des points 
essentiels isolés à l’intérieur du contour. 


135. Théorème de Cauchy sur les zéros et les pôles. — Soit f (=) 
une fonction méromorphe à l’intérieur d’un contour simple #; 
désignons par f'(z) sa dérivée qui est également méromorphe dans 
» 14 € \ = k , « 
celte région (n° 132), et par w(z) une fonction holomorphe à 


l’intérieur de Æ et sur Æ. L'intégrale 


Ù JC) 


ORPI CE) 


w(z) dz, 


prise dans le sens positif, est égale, d’après le théorème des 


F > À 
résidus, à la somme des résidus de la fonction e o(z), relatifs 


(2) 
aux pôles situés à l’intérieur du contour. Cette fonction ne peut 
devenir infinie que pour les zéros de son dénominateur f(3), ou 
pour les pôles de son numérateur f'(z) 2(3). 
Or (2), par hypothèse, est holomorphe à l’intérieur du con- 
tour Æ (et sur ce contour), et n’a dès lors pas de pôle dans {; 
quant aux pôles de f'(z) ce sont uniquement les pôles de f(3) 


JF) 


(n° 132). Donc finalement les pôles cherchés de FA) o(z) ne 


peuvent être que les zéros et les pôles de f (3), situés à l’intérieur 


du contour. 
Soit a l’un d'eux; on a, au voisinage de a (n'° 126 et 128), 


(az) =(z—a)"4(2), 


Y(3) n'étant ni nulle ni infinie pour 5: = a, et étant holomorphe 
autour de ce point; m désigne un entier, positif si a est un zéro 
de f(z), négutif si c’est un pôle. Cherchons le résidu de 
f'(z) 

——%(3:) pour 3 = a. 

Ju 3) i ( ) P 


On a, en dérivant logarithmiquement la relation précédente, 


Hate) m gs) 
Ce) a US) 


Le second terme du dernier membre est fini ponts 7 
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puisque Ÿ(z), et par suite L/ (2), est holomorphe autour du point 4, 
et que Ÿ(a) n’est pas nul; le résidu du Rs membre, relatif 


au pôle &, est donc le même que celui de ——— = 2(s :), égal évidem- 


ment à Ma). Donc enfin, on obuent le Reel de Cauchy 


f Re) & 
. DL ES dr — no(a)— (a) — o(%) 
TRAPRRES SEE 


midi EClantales Zéros; Gi, Do, mlestpolegder/ 2 Sinté 
rieurs au contour Æ. Dans la somme © w(4), chaque zéro figure 


autant de fois qu’il y a d'unités dans son ordre de muluplicité, et 
de même pour les pôles. Cette formule donne donc la différence 


des deux sommes Ÿ w(z) étendues respectivement aux zéros et 
rs , . , . , n ,° re 0] 
aux pôles d’une fonction méromorphe, situés à l’intérieur d'un 


contour donné. 


Corollaire. — Si \— 1, on aura la formule 


6 
SN 
CA 


| RON EP PRE UN 
271. /} HU) 


M étant le nombre des zéros de f (3), N celui des pôles intérieurs 
à Æ, chacun d’eux étant compté avec son ordre de multiplicité (1). 


(1) Si la fonction holomorphe f(z) admet &« comme zéro d'ordre »2, on peut 
cntourer a d’une petite circonférence y, ne contenant pas d’autre zéro de f(2z). 


É ] 
La fonction de uw, 8(u) — Ra Se) dE où uw désigne un paramètre, cest 
, 1 


2Ri/, f(z)—u 
continue pour #4 = 0: car on voit, comme au n° 114, que sa dérivée par rapport 


à u, pour u = 0, est l'expression —— SF = dz, quantité finie et déterminée, 
2Ti 


puisque f(z) n’a, sur y, ni zéro, ni ss UE maintenant varier &w infiniment 
peu, à partir de zéro : la fonction 8(u) a toujours pour valeur un nombre entier 
({ Corollaire du n° 135), égal au nombre des zéros de f(z)— u intérieurs à y, et 
0 (o) est égal à m, en vertu de l'hypothèse initiale. Comme (x) est fonction con- 
tinue de uw pour u — 0, il résulte de là que, pour w assez petit, 6(w) est néces- 
sairement égal à »m. En d’autres termes, si a est zéro d'ordre m de f(z), on peut 
prendre uw assez petit pour que l’équation f(3)— u = 0 ait m racines à l'intérieur 
de y, c’est-à-dire m racines voisines de a. C’est la propriété sur laquelle on s’est 
appuyé au n°341 du Tome I, page 345 
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S1 f(3) est holomorphe à l’intérieur de X, le nombre N est nul, 
elil reste 


VI. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES FONCTIONS UNIFORMES. 


136. Fonctions entières. — On nomme fonction entière une 
fonction holomorphe dans tout le plan. Exemples : les polynomes 
entiers en 3, les foncuons ef, sinz, cosz. 

Une fonction entière est développable par la série de Taylor 
ou de Maclaurin dans toute l'étendue du plan, puisqu'elle est 
holomorphe à l’intérieur d’un cercle quelconque. 


1° Une fonction entière, f(z), pour laquelle le point à l’in- 
fini (n° 103) est un point ordinaire, se réduit à une constante. 


à : I 1e 
* si l'or 3 — —; l'hypothèse est que LES - 
Car si l’on pose > l'hypot stque f(—) est une fonc 


uon holomorphe de w à l’intérieur d’un cercle, C/, de centre u = 0, 


daus le plan (uw) : son module admet donc, dans ce cercle, un 
S / x ® Ca . L 
maximum M. Or, lorsque w reste à l’intérieur de C/, le point 3 = - 
u 

reste, dans le plan de la variable 3, à l’extérieur d’un cercle, CO, 
dont le rayon est l’inverse du rayon de C’, de sorte que le module 
de f(z), en dehors du cercle GC, est au plus égal à M. La fonc- 
tion f(z) étant holomorphe dans C, son module admet également, 
dans ce cercle et sur ce cercle, un maximum M; et, par suite, 
dans tout le plan, mod f(z3) est au plus égal au plus grand des 
nombres M et M’. Donc, par le théorème de Liouville (n° 125), 


A 4 r ® . 
[(a) se réduit à une constante. CR OSE 
2° Une fonction entière f(z), pour laquelle le point à l’in- 
int est un pôle d’ordre p, est un polynome entier de degré p. 
à SALES 
Car, par hypothèse, Aa est de la forme : 


A) À 5 
UP ie US + o(u), 
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2(u) admettant le point & — 0 comme point ordinaire; donc 


4 


LS 


= < I 
à 3) = À, zPE OH À p—13 + (2) 


1 , : } en: 1 
#(2) élant une fonction de 3 pour laquelle le point à Pinfint est 


ordinaire. D'ailleurs, cette fonction, différence de la fonction en- 
tière f(3) et du polynome A,3P7+...+ AÀ,.,3, est entière; elle 
se réduit par suite (1°) à une constante. JO NER DS 


3° Une fonction f(z), méromorphe dans tout le plan, et 
pour laquelle le point à l’infint est un point ordinaire où un 
pôle, est une fonction rationnelle. 


Observons d’abord que les pôles de f(z) dans le plan sont en 
nombre limité. En effet, ils sont isolés (n° 129) et, par suite 
(zbid.), sont en nombre limité à l’intérieur d’un cercle C, de 
centre = — 0, et de rayon R aussi grand qu'on veut: ils ne pour- 
raient donc être en nombre illimité dans le plan que s’il y en 
avait une infinité à l’extérieur de C. Mais alors la fonction de w, 
1) aurait une infinité de pôles à l’intérieur du cercle de 

I 
centre & — 0 et de rayon & 
absurde, puisque, par hypothèse, le point w — o est ordinaire ou 


aussi pelit qu’on voudrait, ce qui est 


pôle (isolé) de cette fonction. 

Soient alors &1, &>, ..., @4 les pôles de f(3); on pourra poser 
(n° 129), en mettant en évidence le développement polaire de 
f(z) autour de &,, 

A5 À 1 : 


HO) +, + - ©1(z) 
ÿ (3 — ai)" 3 — &; (ES 


2,(3) étant, en vertu de cette équation, une fonction de même 
nature que f(3), mais n’admetlant plus a; comme pôle. De même 
Bo 3 n—1 


vi(3) = ren +... + PR PR + D2(23), 


el ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ail épuisé les g pôles. La fonc- 
Lion (2) restante est entière, puisqu'elle n’a plus de pôle à dis- 
tance finie; de plus, pour elle comme pour f(z), le point à l'infini 
est évidemment point ordinaire ou pôle, c’est-à-dire (1° et 2°) 
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qu'elle se réduit à un polynome entier; f(z) est donc la somme 
d’un nombre limité de fractions simples et d’un polynome entier. 


(BF Q. NS 115 


137. Corollaires. 


1° Une fonction entière f(x), autre qu'un 
polynome entier, admet le point à l’infint comme point es- 
sentiel. 


Car, en vertu du numéro précédent (1° et 2°), le point uw =o 


NS : NE te I 

ne saurait être n1 ordinaire ni pôle pour (5); c’est donc un 

" . . . I = . 
point essentiel, puisque d’ailleurs (à) est fonction holomorphe 
de & entre deux cercles quelconques ayant ce point pour centre 
(D HUORSE 

Même énoncé pour une fonction méromorphe, dans tout le plan, 
autre qu'une fraction rationnelle. 


2% Un polynome entier d’ordre m, f(z), a m racines (Théo- 
rème de d’ Alembert). I suffit d'établir qu'il en a une. Or 1: f(=) 
est une fonction méromorphe dans tout le plan, dont les pôles 
sont les zéros ou racines de f (3), et pour laquelle le point à Pinfini 
est ordinaire. Si donc f(z) n'avait pas de racine, 1:f(z) serait 
une fonction holomorphe dans tout le plan, c’est-à-dire une fonc- 
ion entière, admettant le point à l’infini comme point ordinaire, 
par suite (n° 136, 1°) une constante. Pour échapper à cette conclu- 
sion absurde, il faut admettre que f(z) a au moins une racine. 

3° Si une fonction entière, f(z), est sans zéros dans le plan, 
log f(s) n’a pas (n° 100) de point critique à distance finie; c’est 
donc une fonction holomorphe dans tout le plan, c’est-à-dire une 
fonction entière, G(z), et l’on a 


(3) = et. 


Telle est la forme des fonctions entières sans zéros. Ainsi e n’a 
pas de zéros à distance finie (T. 1, n° 158, Corollaire 2°). 


138. Développement d’une fonction méromorphe dans tout le 
plan. — Soit f(z) une telle fonction; si ses pôles &1, &s, .…., ay 
sont en nombre limité, on voit, comme au n° 136, 3°, qu’elle 


est la somme d’une fraction rationnelle et d’une fonction entière. 
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La fraction rationnelle est la somme des parties infinies des déve- 
loppements de f(z) autour des pôles a,, ..., &y. 

S1 les pôles &,, 42, ... sont en nombre infini, la somme des 
parties infinies des développements correspondants peut former 
une série, S(3z), convergente en toul point du plan autre qu'un 
pôle; si, de plus, S(z) est méromorphe dans tout le plan, il est 
clair que la différence, f(3) — S(z), qui reste évidemment finte 
pour 3 = &i, &2, ..., est holomorphe dans tout le plan. C’est 
donc une fonction entière, G(z), et l’on a 


fs) = S(3) + G(r):. 


Exemples. — 1° Supposons les pôles &,, a», ... simples, et 
les résidus correspondants, À,, A,, ..., inférieurs, en module, à 
un nombre M. 


. , L I LA 
Si la série D —) dont les termes sont rangés dans un ordre 


/ 


quelconque, est absolument convergente (1), je dis que la série 
formée par la somme des développements polaires, 


A A» 
S(z)= = RE re Le 


— &; 3 — A) 


converge absolument et uniformément dans toute région finie, R, 
du plan, qui ne comprend aucun des pôles : le module du terme 
général est en effet (à partir d’une valeur assez grande du rang) 


M a PL à 
CR ee | désignant le maximum du 
mod ay — ù 


module de z dans R. Or cette quantité est le terme général d’une 


inférieur à la quantité 


série numérique, à termes positifs, qui converge, puisque, par 

hypothè : ge ; lut la série S(z 

rypothèse, 3 = converge; on en conclut que la série i (s) 
nm 


converge uniformément et absolument (Tome I, n° 166) dans KR 
et sur le contour de R; par suite (n° 117), S(z) est une fonction 
holomorphe dans R, et évidemment méromorphe dans tout Île 
plan, puisqu'elle n’a comme points singuliers à distance finie que 
les pôles simples &;, &:, ..., d’après son expression même. 

On a donc, dans ce cas, G(z) désignant une fonclion entière, 


\ A 
FEES — Lait Oz) 


— €; Z — 


(1) En vertu de cette hypothèse, moda, tend vers & pour n infini. Voir aussi, 
Hicessujet,dé:n°139: 
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2° Les conditions étant les mêmes que dans l'exemple précé- 


DS Ur - 
dent, supposons que la série D — ne soit pas absolument conver- 


(247 


. ANUS L # . nue 
gente, mais que la série > (=) le soit, en désignant par g un 
112 


entier positif. 
On a identiquement 


l I 3 312 39—1 
(1) E = — —— ——— : 
\ _ 2 9. q—1 y 1 EE 
3 — &; di ai a AT (CPE 


I I Z É bg 
S(z)= À; — EH + —— 
3 — &; &; a a 
I 312 
+ À ——— + — +... HER 
Z—\ lo 4) ai 


je dis encore qu’elle converge absolument et uniformément dans 
la région R définie plus haut. En effet, d’après (1), le module du 
terme général est inférieur, à partir. d’une valeur suffisante de n, 
à la quantité 

Mdg—1 


R 
Ô 
mod af 1— —— 
mod&, 


qui est évidemment le terme général d’une série absolument con- 


? 


vergente, en vertu de l'hypothèse. 
La série S(z) est donc encore (1°) holomorphe dans R, et méro- 
morphe dans tout le plan; et l’on a, puisque f(z3) — S(z) reste 


fini pour tous les pôles a, 
(2) 13) =S(z) + GC), 


G(z) étant une fonction entière. 


Remarque. — La formule (1) suppose a, Zo. Si f(z) admet le 
pôle z— 0, on formera S(z) sans se préoccuper de ce pôle, et l’on 
ajoutera, à la série obtenue, la partie infinie du développement 
de :f(z) autour du pôle z—0;'S{(z) désignant celte nouvelle 


somme, la formule (2) subsistera évidemment. 


. . . COS 3 , 
Application. — La fonction cotz, ou et méromorphe dans 


tout le plan, a comme pôles simples les points 3 — 77, zéros 
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simples de sinz. Les résidus correspondants sont tous égaux 


à +1, d’après la formule (a): (a) du n° 133 (Corollaire 5°). 


7. LE : ne 
Or la série ÿ diverge, mais ÿ ( ) converge ; on à donc 1c1 
nTr Ÿ n'Tr , 


I For 
SN = a ——— ne - Sa 
(3) +) 
42 


n prenant les valeurs entières de — % à + , sauf zéro; d’où 
Let 1! L 
DA m+a)+ 6) 
OS VAE nT 


La série étant absolument convérgente, on peut grouper les termes 


pi COt3— 


| — 
1 


qui répondent à + x et à — x, ce qui donne 
Û ù 273 Tv. 
ce S'AELILÉSTES . 


n variant de + 1° à —- cc. 
Nous verrons par une autre méthode (n° 148), que G(z) estnul. 


139. Théorème de M. Mittag-Leffler. — Nous allons établir 
maintenant que, dans tous les cas, on peut représenter une fonc- 
tion f(z), méromorphe dans tout le plan, par une série d'éléments 
fractionnaires simples, plus une fonction entière. 

Soient toujours &1, &2,... les pôles, en nombre infini, de f(3); 
rangeons-les par ordre de modules croissants, l’ordre de ceux qui 
peuvent avoir un même module étant arbitraire ; mod a, tend vers 
l'infini avec À, car, dans une région finie, les pôles d’une fonction 
méromorphe sont en nombre limité. 

Désignons par R,(2) la partie infinie du développement de f(z) 
autour du pôle &,, et supposons qu'aucun des a, ne soit égal à 
ZÉTD: 

Développons R,(:) en série de Maclaurin, suivant les puis- 
sances croissantes de 3 : ce développement est légitime, puisque 
Ra(3), fraction rationnelle n’admettant que le pôle &,, est holo- 
morphe autour de l’origine; il est uniformément convergent dans 
un cercle, qui a pour centre l’origine et pour rayon une longueur 


Z pars A ’ « I | . 
inférieure à moda,, égale par exemple à ; mod anumsoutP;(Cz)nla 


somme des y premiers termes du développement; P, est un poly- 
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nome d'ordre y — 1 en z : on pourra toujours prendre y assez grand, 
en raison de la convergence uniforme de la série de Maclaurin dans 
le cercle considéré, pour qu’on ait 


(5) mod[R,(3) — P,(2)] < > lorsque mod z < : mod a». 


Considérons alors la série 


S(z) =ù [RER el 


I 


je dis qu’elle est absolument et uniformément convergente dans 
toute région R du plan ne renfermant aucun des pôles &,, &s, 
Soit en effet à le maximum du module de 3 dans R; dès que n est 


À I | ; è ; a 
pris assez grand pour que =: moda, (qui croît indéfiniment avec n) 
reste supérieur à 0, le module du terme correspondant de S(z) 
Là PE A I 4 , rs 
reste, en vertu de (5), inférieur à —; terme général posiuf d’une 
7tE 


série numérique convergente. 
On en conclut, comme au numéro précédent (1°), que S(z) est 
holomorphe dans R, donc méromorphe dans tout le plan; et, par 


suile, On a encore 
GE) = SE) GENE 


G(z) désignant une fonction entière. 

Si l’une des quantités’ a, est nulle, il suffira d'ajouter à S(3) la 
parte infinie du développement de f(z) autour du pôle z= 0, et 
la formule subsistera. 

Ainsi : On peut toujours former une fonction S(z), définie 
par une série et méromorphe dans tout le plan, ne possédant 
pas d’autres pôles que ceux d’une fonction donnée méro- 
morphe dans le plan, f{(z), et admettant, autour de chaque 
pôle, le même développement polaire que f(z). La différence 
f(z) — S(z) est une fonction entière. 


140. Théorème de Weierstrass. — Si deux fonctions, holo- 
morphes autour d’un point a, admettent toutes deux ce point 
comme zéro d’un même ordre », leur quotient est holomorphe 
autour de & (n° 129, Remarque). Il en résulte que le quotient 
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de deux fonctions entières, qui admettent les mêmes zéros, avec 
les mêmes ordres respectifs de multiplicité, est une fonction 
entière sans zéros, c’est-à-dire (n° 137, 3°) une exponentielle e°F 
G(3) désignant une fonction entière. 

Cela posé, soit f (3) une fonction entière; si ses zéros sont en 
nombre finit, Gi, do, ..., &y, avec les ordres «4, + +., «&,, le’ pro- 
duit (5—a@,)4(3— a)#...(3— ag) admet les mêmes zéros, 
avec les mêmes ordres, et l’on a 


3 \ ui 3 \% 3 Xq 
fes) es li — © 1 SE SN ENST ES LE 


Si les zéros de f (3) sont en nombre infini &,, &:, ..., avec les 
J'(a) 
RAC 


plan : ses pôles sont (n° 135) les points &,, &>, ...; chacun d’eux 


ordres &,, 4%, ..., La fonction est méromorphe dans tout le 


est pôle simple, et le résidu correspondant au pôle a, est 4, (ibid.). 


Supposons qu'aucun des &, ne soit nul, et appliquons à TE 
le théorème de M. Mittag-Leffler. Il vient 
(6) JE) =Y | pr] +6) 

(3) mi 3-4, 


Le polynome P,(:) est formé par les y premiers termes du déve- 


_ ne , . 
loppement de ——"— en série de Maclaurin; donc 


CCC} 


#4: z 2 Van 
KG) P)=a|e + è [ 


An dd; a 


y étant choisi comme le veut la méthode du n° 139. Intégrons 
maintenant, entre o et 3, les deux membres de (6), et observons 


que la série Ven raison de sa convergence uniforme, peut être 
xd 
It 


intégrée terme à terme; nous obtenons la relation : 


3 


7 z La Z= FA 
log : Ja) Na log (1— 5 . | RE Lo oeRee 
f(o) md \ (247 (427 24ÿ \) de 
(8) / Il 


| =: f Gz) dz. 


0 


D'ailleurs f G(z) dz, intégrale d’une fonction holomorphe dans 
0 


le plan, y est également holomorphe, c’est-à-dire est entière; nous 
trouvons alors, en remontant des logarithmes aux nombres, l’ex- 
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pression de f(z) sous forme de produit infini : 


Z \ An (EL: dur 2 __. 
( 9 ) (2) — el) [ll FE FA e LMD its Aus 


/ 
nm 


H(3) désignant une fonction entière (!). 

Telle est, d’après Weierstrass, l'expression de toute fonction 
entière f(z); le produit infini converge quel que soit z, puisque 
l'équation (6), dont on est parti, est valable dans tout le plan : ce 
théorème a précédé celui de M. Mittag-Leffler, dont nous avons 
trouvé plus commode ici de le déduire. 

S1 f (z) admet comme zéro d'ordre m le point 3 — 0, on n’aura 
qu'à multiplier par 37 le second membre de (9). 


T41. Exemple. — Soit f(<:) — sins; on a (n° 138) : 


f'(z) 
J(3) 


d’où l’on Ure, par la méthode précédente, 


0) EE 


hu! — 


n prenant toutes les valeurs entières de — x à + +, sauf zéro. 


De la relation (n° 138) : 


COLS= 


ui — 


on Uurerait de même 


22 
Es (EE TL 
sin 3 — 3 es) [| (: =) 


nm 


n prenant les valeurs entières dé 1174 Loco. 

La fonction H(z:) est d’ailleurs égale à zéro, ainsi que nous le 
verrons plus loin (n° 149). Il est à observer que les théorèmes de 
Weierstrass et de M. Mittag-Leffler introduisent des fonctions 
entières, G(z)et H(z2), dont la détermination directe, lorsque f(z) 
est donnée, est généralement difficile. 


(!) Les logarithmes qui figurent aux deux membres de (8) ne sont déterminés 
qu'à la quantité 2 tt près, Æ étant entier; mais cette indétermination ne sub- 
siste pas dans (9), puisque ekfiz 1. 
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CHAPITRE IT. 


APPLICATIONS ANALYTIQUES. 


I. — CALCUL D'INTÉGRALES DÉFINIES. 


142. Les théories générales de Cauchy fournissent une méthode 
féconde pour le calcul des intégrales définies, réelles où imagi- 
naires; dans ces recherches, deux lemmes nous seront utiles. 


Leumes I. — L'intégrale Î fs) dz, prise le long d’un arc 


d’une circonférence infiniment petite, de centre a et de rayon r, 
tend vers zéro avec r, sile maximum du module de (3—a).f(z=) 
sur l’arc d'intégration tend lui-méme vers zéro avec r. 


Soit, en effet, M le maximum du module de (3 — a) f(z) sur 
l’arc considéré; on a, sur cet arc, par hypothèse, 


M : ._ M 
mod f(z)< c'est-à-dire FES 
À Ut TES 


d'ontn4105 317 
. M 


mod fs z)dz=<—1{I,, 


J° 


L étant la longueur de l'arc, qui est inférieure à celle 277 de la 
circonférence entière. Le module de l’intégrale est donc au plus 
égal à 27M, ce qui établit le lemme, puisque M tend vers zéro 


avec r, par hypothèse. 
Leumes Il. — L'intégrale Î f() dz, prise le long d’un arc 


d'une circonférence infiniment grande ayant pour centre 
l’origine et pour rayon R, tend vers zéro, quand R croît indé- 
finiment, si le maximum du module de zf(3) sur l'arc d’inté- 
gration tend lui-même vers zéro, pour KR infini. 


Si, en effet, M est le maximum du module de 3 f(3) sur l’are, 
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on à, sur cet arc, par hypothèse, 


mod f(2)< je 


d’où 


ce qui démontre le lemme, puisque limM = 0, pour R =. 


143. Intégrales de fonctions rationnelles. — Intégrons, par 
exemple, la fonction méromorphe 


I 
TEE 


? 


le long du contour K, formé : 1° d’un demi-cercle ABA' (fig. 55), 
Fig197 


Ÿ 


2 
A O—+ A 


de rayon infiniment grand, avant l’origine pour centre; 2° du 
diamètre A’À, qui coïncide avec l’axe des x. 

D’après le lemme IT, l'intégrale le long du demi-cercle est nulle, 
car la fonction 


ss 


z f(2 ou ——— 

(2) Q+ 1} 
tend vers zéro quand le module de 3 croît indéfiniment ; l'intégrale 
suivant K se réduit donc à l’intégrale suivant la droite A/AÀ, c’est- 


à-dire à l'intégrale réelle 
+ oo 


TRÉAP EE 


ER 
Mais, d’après le théorème des résidus (n° 134), elle est égale 
à my À, De désignant la somme des résidus de f(3) pour 
les pôles intérieurs à K, c’est-à-dire pour les pôles situés au-dessus 


. I A 
de Ox. La fonction ———— n’a, au-dessus de Ox, qu’un pôle 
(HE 22)? 
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(double), z=—<+71; pour calculer son résidu, posons 2=i+14 
(n° 133), il vient : 


I l [l I I 


CRAN CALE 2), (oc Ale to dr 


et, par division, 


ras l A 
Le résidu est donc me Par suite 
i 


Celite méthode s'applique d’une manière générale au calcul 
de l'intégrale 


où P et Q sont des polynomes dont le second n’a pas de racine 
réelle, et tels que le degré de Q surpasse de deux unités au moins 


celui de P (Tome I, n° 307). 


144. Intégrales de Fresnel et intégrales analogues. — Inlé- 
grons la fonction 
ri She errst 
1 a 4 Abd Ye 0 . ne 
le long d’un contour K ( Jig. 58), formé : 1° par un segment 
Fig. 58 
? 
4 B 
ce 2e 
O0 + A 


OA —R de l’axe des æ, que nous ferons croître ensuite indéfi- 
niment; 2° par un arc de cercle AB de centre O, de rayon R et 


T 


d'angle au centre #( #2 = )5 3° par le rayon BO. 


La foncuon e* étant holomorphe dans tout le plan, son inté- 
H. 7 II. II 
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grale le long de K est nulle. On a donc 


7 CO 


(1) | eT* dx + f es dz + e5° dz —'0. 
AB +/ BO 


1) 


UT | de 
La première intégrale est connue; elle est égale (n° 76) à = V7; 


la seconde est nulle, comme on va l’établir tout à l'heure. Pour 
transformer la troisième, observons que, sur la droite OB, z est 


de la forme 
3 =peit= p(cosaæ+isinx), 


et, de B à O, p varie, par valeurs réelles, de + o à o. La troisième 
intégrale est donc 


0 
Î ee Noa rs cos GET SN) 0; 


7 œ 


L’équatuion (1) devient ainsi : 
I a 
= ÿr 1 ep 0er) (COST EE tySin 0) 70 
2 : 
= ff dp eP’cos4 | cos(o?sin2a) = zsin(psm2ea)]|(cosx#"7sinx): 
0 


r 


Egalons séparément, dans les deux membres, les parties réelles 
et imaginaires, en posant, pour abréger, 


Le] 
_ —p° cos2X 2 ç] 
= ff CARO SCO Asie) 20 
0 


2 
— —p?cos2% ç] in : = 
h= f. ERP Sin 0rsin2c) do; 
0 


il vient 
I y- À 
| < Vr — J,cosa+l,sina, 
| o = 1, sina — [, cosx, 
d’où l’on ure 
1 Dés ve 
17 SVT cos a, I = -ÿrsina. 
2 


S1 l’on pose maintenant, dans les intégrales I, et L, 


p vsin2a rt, 
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ces égalités deviennent 


TR , 17e E 
| l et col2X cos u? du — = x cosa Vsin2a, 
à 
/0 à: 
te) « LA) [ _ 
| | et? cot2%X sin uw? du — - Vr SIN % Vsin2a, 
ÿ} 
0 


formules qui font connaître les valeurs des deux intégrales 
Le] re a 
fl é "4 Cosu? du, / em? sin uw? du, 
0 0) 
pour 71 > 0. 
Mais 1l nous reste maintenant à démontrer que l'intégrale 
intermédiaire f. e—* dz, dans la relation (1), est nulle; appliquons 
AB 
pour cela le lemme IT du n° 142; nous avons, le long de l'arc AB, 
z = R ei? — R(coso +zsino), (o allant de o à x), 
à ni À 
Zzf(2) — 3e — R eig e—R°cos29 L—R*?isin29, 


Si l’on observe que le module de e“ 


A 


, où À est réel, est l’unité 
(car e“— cosÀ +zsinA), on voit que le module du dernier 
membre est Re-®%%?; son maximum correspond au minimum 
de cos2 sur l’arc, c’est-à-dire à © — %. Ce maximum est donc 


R e—R°cos2x 
et tend vers zéro pour R infini, puisque l'hypothèse à < 7 entraîne 


cos24 > 0. D’après le lemme Il, l'intégrale f est donc nulle, et 
VA 
les formules (2) ci-dessus sont démontrées. 


Formules de Fresnel. — Les formules (2) restent-elles vraies 


pour le cas limite de à — T9 Ici, le lemme IL ne s'applique plus. 
4 è 


car le maximum de 3 f(3), à savoir ReT%%% est alors R, et ne 
tend plus vers zéro pour R infini. 
Il faut donc recourir à une autre méthode pour établir que l’in- 


Légrale f est nulle. 
AB 
On a, sur AB, 3— R(coso +isine), ds = Rzeît do; d'où 


+| À 


4 e—<° dz — Î Cr RE EEE ET 
AB À 
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Le module du second membre est inférieur à l'intégrale obtenue 


en remplaçant chacun des facteurs sous le signe f var son module, 


c’est-à-dire inférieur à l'intégrale réelle 


J — [ à e—R=Cos22 de. 


Il suffit donc de prouver que J tend vers zéro pour R infini; 
or, en posant 


TC 
Sort — À, 
2 


il vient 


TE [ Re e—1e sin0 40. 
0 


; Le vie Ge 4 Pa0 4 
De zéro à -; sin( est supérieur à 5° comme on le reconnaît 
aisément; on augmente donc le second membre en remplaçant 


É () ; x 
sin 0 par =» c'est-à-dire qu'on a 


ou 


et le second membre tend vers zéro, pour R infini. €. @. Fr. p. 


Donc les formules (2) sont vraies pour 24 = - ; elles donnent 


| 


alors 
co + ae ie Vr 
cosu? du = | sin u? du = —; 


/0 /0 2 V2 


ce sont les valeurs des intégrales de Fresnel. 


v METRE ERP REA mure 
145. Calcul de | —— dx, et de jf —— dx. — Soit 
0 


NA 1—T I+æT 


la foncuon 


ZP-1— 3971 


ET TT TS O0 


RCE 


Ro 


où p et g désignent des constantes réelles, comprises entre o et 1. 
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Cette fonction admet comme point de branchement : — 0, 
puisque p et q ne sont pas enliers; elle est uniforme dans un 
contour simple ne comprenant pas ce point, par exemple dans le 
contour K ci-dessous (traits pleins) formé par deux demi-circonfé- 
rences C et c, de centre O, de rayons infiniment grand et infini- 
niment pelil, et par les segments À/4", 4 À de l’axe des x. 

Pour définir complètement f(z) dans ce contour, nous choisi- 
rons, parmi les valeurs de 377! (et 377!), celle qui est réelle et 


1 


bhm———-—————— 


> 
R ! 
(el 
R 

> 


positive sur la partie positive de Ox, c’est-à-dire celle qui est 
réelle et positive pour 3 réel et positif. Or, p étant réel, si 
5 — p(cose + sine), on a (Tome I, n° 160) : 


zD—1 — PE CoS(p =—— 1)® —+ rsin(p San 1)®], 


2 désignant un quelconque des arguments de 3, lesquels diffèrent 
entre eux de 247. Lorsque 3 reste sur la partie positive de l’axe 
Dr or, el pour que Pi soitiréelfet positif, MIBEaUL 


prendre £ — 0. 

En d’autres termes, on doit regarder l’argument », de z, comme 
nul sur le côté de O x du contour K : par suite, en un point quel- 
conque intérieur au contour, il est compris entre o et x; sur Ox' 
l'est égal à +; et, si © désigne l’argument ainsi défini, on a, à 
l’intérieur du contour et sur ce contour, 


3P=1— 9p-—1 eth—DE9, 29—1 — p9—1elg—-1lig, 
\ : \ 


Cela posé, je dis que f(z) est holomorphe à l’intérieur de K et 
sur K. Le numérateur, en effet, z27!— 3771, y est holomorphe, 
puisque le point critique O est extérieur au contour; le dénomi- 
nateur, 1: — 3, s’annule il est vrai sur le contour, pour 3 —1, 
mais en ce point le numérateur, 397! — 3:91, s’annule aussi, et 


156 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE. 


comme ce numérateur est holomorphe autour du point z = 1, le 
zéro 1 est au moins d’ordre un, de sorte que f(3) reste fini. Il en 
résulte bien que f(z) est holomorphe dans K et sur K; par suite 


l'intégrale f f(2) dz, prise le long de ce contour, est nulle. 
_K 
Cette intégrale se décompose en quatre autres : 


1et2° Les intégrales le long des demi-cercles Cetc; elles sont 
nulles, car 3 f(z) tend vers zéro pour modz = 0 où mods — 


puisque p et g sont compris entre 6 et 1 (lemmes Let IF, n° 142). 


5 F , ; 7 em 1 
3° L'intégrale réelle de « à À, f —_——— 
SU0 


enerons par J : elle a une valeur finie et déterminée, comme on 


> que nous dési- 
Il— TX 


le voit aisément en appliquant les règles du Cours de première 
année. 
4° L'intégrale suivant A’/4/. Or, le long de O x’, l'argument de z 


étant tr, On a, par ce qui précède, 


3 — pers ZP—1 — pP—1 etp-Wri — — oP1 erTi, dz — do eTi— — do, 


el, par suile, 


L# : OP le Len 
ST DR NET; MERE Er ee 
3 Le 


Donc, finalement, on a, en écrivant que fest nul, 


ER 


o étant réel. 


0 PPS PTE p7ru ein 
Re ur oS 
Ï 


 œ 


et, en remplaçant eP® par cospr + {sinpr, et séparant le réel de 
l’imaginaire, | 


© pP-Îcospr—p1—-1cosq"T 
J — : die 
à L+p 


PTS 

QS 

nd 
A 


2 tres a —1 ç! 
= fl pP-lsinpr OMR SI GITE - 
(Br == ap . 
LA L + p 


Ces deux relations vont nous permettre de calculer les deux 
intégrales que nous avons en vue. 


146. Prenons d’abord la seconde relation (3); en posant, pour 
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abréger, 


se D—1 
(4) F(p)= f Ye - do, 


0 Î 


elle s'écrit 
FGniSrpr RE so r. 

Or, lorsque p et g sont des variables indépendantes, une fonc- 
ion de p seul ne peut être égale à une fonction de g seul que si 
ces deux fonctions se réduisent à une même constante À, indé- 
pendante de p, q. On a donc 


F(p)sinpr = A ou Ftp)= TE 


Pour déterminer la constante absolue À, observons que, d’a- 
près (4), l'intégrale F(p) n’est autre chose (n° 85) que le produit 
F(p)F(1—p}), en sorte qu’on a 

A 


SINPT 


T(p)T(—p)= 


. . . : Il 
et si l’on fait dans cette relation pP= ;;en observant (n° 86) que 


r (2) est égal à Vr, on trouve 


T 
A =rsin-—="7 
2 
On obtient ainsi la formule 
(5: Piel. ] NAN : T: 
9 2 ao — DEL 
“2 EEE F HSE Sinpr. 


qui a été annoncée au n° SD. 


147. Prenons maintenant la première relation (3), on l'écrit 


Le) 25 | ? q—1 
J = cospr f ss d)—cosqT Se dp ; 
mire 


p ART EURE 


ou, en tenant compte de la formule (5), et remplaçaut J par son 
expression de définition, 


œ æP—1 RS. 29—1 
Je ——— dx = r(cotpr—cotgq7). 
La 1— x 
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II. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DE FRACTIONS. 


148. Cauchy, grâce au théorème des Résidus, a obtenu certains 
développements en séries de fracuions simples, de la même forme 
que ceux de M. Mittag-Leffler. Nous prendrons comme exemple 
la fonction cotangente, en considérant l’intégrale 


(1 fa COtT z 
0) J 3(3— a) À 


prise le long du contour d’un carré, K, de côtés parallèles aux axes, 
de centre 3 —0 ( jig. 60), et dont le demi-côté OA a pour lon- 


[! OT . re C 
gueur mm +-: 2% désigne un enter posilif, qu'on fera ensuite 
croître indéfiniment, et & un point quelconque du plan, intérieur 
au carré. 

Je dis que l’intégrale (1), le long de ce contour, est nulle. 
Observons d’abord ce qui suit : 


Et A (4 cu / , [I . 
1° our les côtés NPiet OMdufcarré on az (m+ + 
9 
d’où 


\ 
\ 


T ; 
LOFT COL (Æ NTE- + st —— tangryi; 
"1 
ce qui donne 
SINT VE 1 TT) — eTy I e2TY— 1] 
CURE = — © = 2 + — 
COST Yt L eTY Her) L'ETY HI 
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pile 


: e2T TRE 
Le module du dernier membre est mod » quantité au 


erY +1 
plus égale à 1, puisque y est réel. 


= ALES : I . 
2%Sur les côtés PQ et MN, on a sx + (me ue Le d’où 


| ; I 1" 
rairr(m+:) —mri£r(m+;) 


COST 3 ee ET alone 
COR ie re 
SINTS RairT(m+) —Tri£r(m+;) 
e / —e HO PAE: 


Quand m tend vers +, une des exponentielles du numéra- 
teur a son module infini, l’autre a son module nul; comme les 
mêmes exponentielles figurent au dénominateur, modcotz3 tend 
vers 1 pour 72 infini. 

Donc enfin, sur tout le contour du carré, à partir d’une valeur 
suffisamment grande de m, modcotzz reste tnférieur à une quan- 
Uuté plus grande que 1, à 2 par exemple. 

Cela posé, sur ce contour, modz reste supérieur à OA, c’est- 


“ Lg Qt I ; 4 . Et 
à-dire à m+ -; mod(z— «) reste supérieur à mods — moda, 
2 


: à i è EUR 
el, par suite, à #72 + — — moda; la longueur de la ligne d’inté- 
3} 


® , Ï . f Le = 
gralion étant 8 (m + =) on voit (n° 105, 3°) que le module de 


X 


l'intégrale proposée (1) est inférieur à 


I l , I 
—————  ——————————— 28m +-— ); 
I 2 


I 
HU EAN Mod 
2 2 


quanLilé qui tend vers zéro pour 272 infini. Par suite l'intégrale (1), 
prise sur le contour du carré, est nulle à la limite. 
On peut donc écrire, sous une forme équivalente, 


1 ( | 
O0 = — COL El es 7 S 
d JK 3 — da Z 


ou 


les intégrales étant Loujours prises sur le contour du carré. Or 
celle qui figure au second membre est nulle, car, en deux points 


, Li 
opposés du contour, tels que g et r, les valeurs de -cotrz sont 


les mêmes. puisque z et cotrs sont des fonctions impaires de 3; 
les valeurs de dz (représentées par les segments qq etrr) sont 
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égales et de signes contraires, de sorte que les éléments de l’inté- 
orale se détruisent deux à deux. Donc, à la limite, c’est-à-dire 
pour nm—+Ao, on a 


Ar Les 
(29 J — COtTZ = 0. 


DT le 
En d’autres termes, d’après le théorème des résidus, applicable 
ici, puisque Ja fonction sous f est méromorphe dans tout le plan, 


la somme des résidus de la fonction 


A 
cotrz, pour les pôles 
lobe IC 


situés dans le carré, est nulle (à la limite) : ces pôles (tous simples) 
sont z— &, el les zéros (tous simples) de tangrs, c’est-à-dire les 
zéros, 3 AT, de sinrz, puisque cosrz, fonction entière, n’a pas 
de pôles. 

De plus, pour que le pôle z= n soit dans le carré, il faut que 
l’on ait —m<n<m. 

Le résidu de cotrs:(z— a), relatif au pôle 3 — à, est cotra; 
on obtient le résidu relauf au pôle 3 = 7 en écrivant la fonction 


Cosrz:(z—4 - ‘ 
téeterr ei et, par la formule f(a):# (ax) du n° 133, 3°, ce 


SIN TZ 


r + ; , COSTAni(n—«a) RL : I 
résidu est égal À lire à . 
TCOST/t T-1— 4 


On a donc enfin, en écrivant que la somme des résidus est nulle, 


n=+ImMm 

: | o 1 tot 

(3) cotra + lim > ——— —0, (pour » infini), 
r(n—a«a) 
n=—In 
ou, en posant ra — u, 
RS NA 

; À à I 

(ri) cotu = lim Ÿ ——— : 
sm U— NT 

, x R=— mt 

c’est-à-dire 
I I I 
COULI=RE— TON cr Die 

E" U+nT U+2T U+T 

(CHE 
I il [ I 
+ — + ——— ———Ù 
1 [42 LOT ET LÉNTUTE 
En réunissant les termes qui répondent à + n et à — n, dont 


l’ensemble constitue le terme général de la série d’après (4), 
on a aussi 


1 
(6) COUU— = + —_—_—2 + ——_—_—_——2 HE © +. 
U Ou? u?— {T2 u?— n?7r° 
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formule plus complète que la formule (4) du n° 138, et qui montre 
que la fonction entière G(2), qui figurait dans celle-ci, est nulle. 


149. Corollaire. — Ecrivons cette équation 
t I ALL DEL F 
CO RUE ——— ï ii 
uw u?— Tr? u2— 17? : 


et intégrons les deux membres entre o et uw; 1l vient 


Sin 4 \ # sin u?\ u? 
loc — log en LOT CE TD MEET 

te) D D ) tœ / 01 

PATES u Tr? 4 T? 


d’où, en remontant des logarithmes aux nombres, 


1 u? u? Ÿ u? 
SIN Leu | L | (Wii — tee te Mn | Eos 
TÉ 7m) n?T? 


ce qui donne l'expression précise de sinu en prod UOTE 


150. La formule (5) met en évidence la périodicité de cotu. 
&] . / L 
Soit, en effet, S,(w) la somme du terme central EE des 7 termes 
qui le précèdent et des 7 termes qui le suivent; on trouve évi- 
demment, en changeant LISCENAULETET, 


I I 
: 
PRÉ NES ETS 
S x ( ) a(u) U+(n+I)T U — ne 


d’où, en passant à la limite pour nñn—=+x, el puisque 
Gotu—imSe(u), 


CoOL(u+T)—Ccolu = 0. 


III. — INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES. 


151. Soit une fonction f(z), qui, dans une certaine région R 
du plan, présente des points critiques (pôles, points essentiels ou 
de branchement) en nombre limité; désignons par 3, et 3 deux 
points ordinaires de la région, et considérons l’intégrale 


POLE 
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la ligne d'intégration étant supposée aller de 3, à 3 sans sortir de 
la région R, et la valeur initiale de f(3), pour z = 39, étant déter- 
minée. La fonction f(z) n'étant pas holomorphe dans R, l’inté- 
orale précédente n’est pas nécessairement indépendante du choix 
de la ligne d'intégration : proposons-nous d’étudier les diverses 
valeurs dont elle est susceptible, suivant le choix de cette ligne. 

Observons d’abord qu'un chemin quelconque L, allant de 34 à z, 
se ramène, au point de vue de la valeur de l’intégrale, à un chemin 
fermé allant de 34 à 39, suivi d’un chemin déterminé, le segment 
rectiligne z,3 par exemple, allant de z, à 3 : il suffit, en effet, 
d'ajouter à la ligne L le segment 33, que l’on fera suivre immé- 


Fig. 6r. 


diatement du même segment décrit en sens inverse (ce qui ne 
change évidemment pas la valeur de l’intégrale), pour obtenir un 
chemin fermé (L + 323,), suivi du segment 3,3. 

On est ainsi amené à étudier les valeurs de l'intégrale proposée 
le long des chemins fermés allant de z5-à 20. 


152. On introduit, à cet effet, ce qu’on nomme les lacets rela- 
lifs aux points critiques de f(z), situés dans la région R : ce sont 
les chemins obtenus comme il suit. On va en ligne droite (ou sui- 
vant un autre chemin déterminé) du point 3, à un point très voisin 
d’un point critique &; on décrit ensuile autour de & un cercle très 


FAP 


N 


rue 
sel 


Par 


petit, dans uñ sens ou dans l’autre, et l’on revient en 3% par le 
chemin (rectiligne) suivi à l'aller; ce chemin total s'appelle Île 
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7 
lacet a, décrit dans le sens positif ou négatif. On définit de même 
les lacets relatifs à chacun des autres points critiques. 

Je dis maintenant qu’un chemin fermé quelconque ©, allant 
de 34 à 3, se ramène, au point de vue de la valeur de l'intégrale, 
à des combinaisons de lacets décrits successivement. 

Considérons, par exemple, les chemins C (Jig. 63), des deux 


Fig. 63. 
RS pa \ 
se \ si 
ee ONE Er 
CR 


Rad 


figures suivantes, qui entourent respectivement un et deux points 
criliques. 

Le premier équivaut au lacet & décrit dans le sens positif; car 
la fonction f(z) est évidemment holomorphe dans la région à 
contour simple comprise entre C et le lacet, et sur son contour: 
dès lors, en vertu du théorème fondamental de Cauchy, l’inté- 


grale f f(<) ds, prise le long du contour total, décrit dans le sens 


des flèches, est nulle. Sous une autre forme, l'intégrale le long de C, 
dans le sens positif, est égale à l'intégrale le long du lacet, dans 
le même sens. 

De même, dans la seconde figure, la fonction f(z) étant holo- 
morphe dans la région comprise entre GC et les deux lacets, son 
intégrale suivant C, dans le sens positif, est égale à l'intégrale le 
long du lacet &, suivie de l'intégrale le long du lacet D. 

On verrait aisément qu'il en est de même dans tous les cas. 
Appliquons maintenant ces principes à quelques exemples. 


dz 


A 
153. Étude de l'intégrale Je - 
(arc it VAE 


+ — L'intégrale est log(i— =); 
mais on peut l’étudier directement par la méthode générale qui 
vient d’être indiquée. 
. . . I 
La fonction f(z) est ici - 


= elle n'a comme point critique 
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qu'un pôle z = 1. D’après ce qui précède, si l’on pose 


les diverses valeurs de F(z) s’obtiendront toutes en prenant 
comme ligne d'intégration une série de lacets, suivis du segment 
rectligne Oz. Or l’intégrale le long du lacet + 1 (fig. 64), par- 


Den / 
Fig. 64. 


couru dans le sens direct, s'obtient immédiatement par le théo- 
rème des résidus : ce lacet est, en ellet, un contour simple, ren- 


fermant un pôle de la fonction méromorphe » et, par suite, 


_ 
C9 


intégrale correspondante est 27iA,;, À, désignant le résidu 


de 


=; Par rapport au pôle z — 1. Ce résidu est évidemment +1, 


de sorte que l'intégrale le long du lacet, dans le sens positif, 
est 271; elle serait — 270 dans le sens inverse. 

Si l’on décrit le lacet un nombre de fois quelconque et dans des 
sens quelconques, l’intégrale le long de ce chemin aura évidem- 
ment pour valeur 2nT£t, n étant un entier, positif ou négatif; à 
cela, pour avoir la valeur la plus générale de F(3), 1l faut ajouter 


ET À 


he dz à _. AAIE 
l'intégrale f » prise le long du segment rectiligne O3, inté- 


grale qui a une valeur parfaitement déterminée et indépendante 
du nombre et du sens des lacets décrits auparavant, puisque 


la fonction 


n’a qu'une valeur en chaque point du plan. 


a 


3 


ŒS 


a, pour une valeur 


Donc enfin, l’intégrale proposée f — 
0 
donnée de sa limite supérieure 3, une infinité de valeurs, com- 
prises dans la'formule 2n7£i + Ü, où U est l'intégrale le long du 
segment Oz. 
Ce résultat pouvait être prévu, puisque l'intégrale indéfinie est 
un logarithme, fonction qui n’est définie qu’à 22 7&t près. 
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154. Autre exemple. — Si l’on pose 
trdz 

F()= f en: 

0 Est 4% 


la fonction sous Île signe fa, comme points critiques, les deux 


pôles s=—+iet 3 —— 7%, simples chacun; les résidus relatifs à 
, I I : k 

chacun d'eux sont Ed im cet de sorte que l'intégrale le long du 

lacet + rest r, dans le sens direct, et — 7 dans le sens inverse. 


Pour le lacet — 7, ce sera — r et + 7. Par suite, l'intégrale le long 
d’une suite quelconque de lacets, décrits dans des sens quel- 
conques, aura pour valeur nt, n élant entier, el les valeurs de 
intégrale F(z) seront comprises dans la formule 77 + U, où U 
est l'intégrale prise le long du segment rectiligne Oz. 

Ce résultat pouvait être aussi prévu, car l'intégrale (au moins 
dans le champ réel) est arctangz, et l'arctang n’est déterminé 
qu'à AT près. 


159. Remarque. — Quand x est imaginaire, on définit arctang z 
comme la fonction inverse de tangz, c’est-à-dire que si l’on pose 


3 —tangu, on aura u — arctangz. La formule 3 — tang uw s'écrit 


sin [42 [ eiu — e—iw ] e2iu — I 
Ta COS Pi eiu  eiu Ces i e?iu + fl 2 
d'où 
Fes ere er 
Mes el UE 108 = HAT, 
Da tS 20 [I — 13 


puisque le log n’est déterminé qu'à la constante 2n17 près. La 
fonction w, ou arctangz, a donc une infinité de valeurs différant 


entre elles de n7, comme dans le cas réel. Sa dérivée est encore 
7; Car en dérivant par rapport à z les deux membres de la 
relation 3 = tang u, il vient 


1=(1+tang?u)u:, 
d’où 
I 


ARE : 


Nes 


LEZ 


On définit de même u = arcsin z comme la fonction inverse du 
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sinus, en posant = — sinw, ce qui donne 


DITES etu — ee, 


d’où 


eu iz + ÿi— 3?, U== 


Pour une valeur de 3, arcsin 3 a donc, à cause du signe Æ, deux 
séries de valeurs, différant de muluples de 27 dans chaque série : 
la somme de deux valeurs appartenant à des séries différentes est de 
la forme (24 + 1)r; car en observant que log À + [ogB — log AB, 


Où:a7. 
= log(és SENATEN TES = log(is — Vi—z)=— = log(— 1) = (2K# +1)T, 


puisque l’une des valeurs de log (— t}eslrt 


Enfin la dérivée de arcsinz est - on l’établit desuite. par 
>| 


LUN 
VAE. 


la méthode emplovée pour l'arc tane:. 
PIOYEE I 5 


CN /IZ 


7 
LEZ E 


156. Étude de l'intégrale 1 Cette fonction, qui 
0 


est évidemment arc sinz, peut être étudiée directement. Posons 


pe {3 
(1) Re, 


en prenant l'intégrale le long d’une ligne quelconque allant de O 
à z, et en supposant qu'on parte de O avec la valeur +1 du 


radical W/1 — 22. 


sont 3 — +1; ce sont cette fois 


Les points critiques de == 
des points de branchement. Comme dans le cas général, au point 
de vue de la valeur de l'intégrale, une ligne quelconque, allant 
de O à 3, peut être remplacée par une succession de lacets suivie 
du segment rectuligne Oz. 

La valeur. de l'intégrale le long du lacet + 1 s'obtient comme 


1ISUILe 


Partons de O avec la valeur + 1 du radical Wir — 22, et décri- 
vons le lacet + 1 dans un sens quelconque; l'intégrale le long du 
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lacet se compose : 1° de l'intégrale rectiligne suivant Om (fig. 65), 
dont la limite, quand le rayon du petit cercle tend vers zéro, est 
l'intégrale réelle 


dx Te 


[ Min = (arc NPA RES = 
- , 
/0 \ I — XL 


> de l'intégrale suivant la petite circonférence, nulle à la limite, 
PARA 


car tend vers zéro pour z —1 (n° 142, lemme 1); 5° de 


22 


l'intégrale de retour suivant m0 : celle-ci est égale à la première, 


Fig: 65: 


car la rotation aulour du point + 1 a changé le signe de /1 — = 


(n° 97) et, par suite, celui de Wi—z?=4ÿ1—241+2; ds change 


4 


également de signe dans le retour, de sorte que 


reprend, 
Vi 72 


en chaque point de Om, la même valeur au retour qu’à l'aller. 

L'intégrale le long du lacet + 1 est donc 7, quand la valeur du 
radical au départ est +1; elle serait évidemment — x avec la 
valeur initiale — 1. 


De même, l'intégrale le long du lacet — 1 à pour valeur 
1 


1 d= 
> —— —=—7T., 
Wi= 


20 


le signe initial du radical étant + ; elle est + 7 si ce signe est —. 

Observons enfin que si l’on décrit successivement le lacet +1 
et le lacet — 1, en partant au début avec la valeur + 1 du radical, 
l’intégrale, le long de ce chemin, est r +7 


2æ; car, après le 
parcours du lacet +1, on est revenu en O avec la valeur — 1 du 
radical et le second lacet est décrit, dès lors, avec cette valeur 
initiale. De même, si l’on décrit deux fois de suite le lacet +1, 
l'intégrale le long de ce chemin est 7 — 7, c’est-à-dire zéro. 


157. Soit maintenant U la valeur de l’intégrale le long du 
segment rectuligne O3, la valeur initiale du radical étant +1; 
He ALI 12 
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d’après le numéro précédent, la valeur la plus générale de l’inté- 


%: Nr 
FSU il - 


0 1 — 3? 


orale 


s’obtient en prenant pour ligne d'intégration une suite de lacets, 
suivie du segment rectiligne Oz. Si, avant de décrire Oz, on a 
décrit seulement le lacet +1, lintégrale le long de ce chemin 
estr— U (1); si l’on a décritle lacet + 1, puis le lacet — 1, puis Oz, 
l'intégrale correspondante est 27 + U. 

En décrivant une suite quelconque de lacets avant de décrire Oz, 
on voit par là que l’intégrale correspondante est 27 + U ou 
(22 +1)r— U, selon que le nombre des lacets décrits a été pair 
ou impair ; et finalement les valeurs de l'intégrale F(3) pour une 
valeur donnée de 3 sont comprises dans les formules 


2mr + U, (on +1)r— U. 


Tel est le résultat cherché; on le met sous une forme plus inté- 
ressante en introduisant la fonction inverse de l'intégrale. 


[- dz 
= =, 
VA — 5? 


Posons en effet 


e/ 0 


et regardons 3 comme fonction de u; 3: — o{(u). Admettons qu’on 
ait établi que z est une fonction monodrome de u(en fait, 3 = sin w); 
d’après ce qui précède, à une même valeur de z correspondent, 
pour w, les valeurs 2 mr + UÜ,(2n<+:1)r— U; donc, inversement, 
aux valeurs 2m7<+uet(2n+i)r— u, de la variable w, corres- 
pond une seule et même valeur de £. 


On a donc 
o(amr+u)=o(u)=p(T—u), 


c'est-à-dire que o(u) admet la période de 27, et que 
(T—u)—=v(u). 


On retrouve ainsi les propriétés connues de l’are sin ou du sinus, 


(!) Le signe — devant U provient de ce que, après le parcours du lacet +1 
on est revenu en O avec le signe — du radical; le segment Oz est donc décrit 
avec la valeur initiale —r, d’où — U pour l'intégrale correspondante. 
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par une méthode dont la portée est évidemment considérable. On 
va l'appliquer à un exemple moins élémentaire. 


158. Étude de l'intégrale elliptique de première espèce. — 


LT ESS d _. ; dz 
Prenons cette intégrale (Tome I, n° 245) sous la forme 7 
désignant un polynome de troisième ordre, à icients réels 
Z, désignant poly le t ordre, à coefficient | 
ou non, et dont nous appellerons les racines €,, es, e3. 


Posons 


Qu 
65) U—= UE h 


uo et 39 étant des constantes quelconques. 
Formons les lacets relatifs aux trois points critiques e,, e2, €; 


(fig. 66), en partant du point 35; d’après les n° 151 et 152, la 


Fig. 66. 


valeur la plus générale de l’intégrale, quand on déforme arbitrai- 
rement la ligne d'intégration qui va de 3, à z, s'obtient en 
prenant pour ligue d'intégration une suite de lacets, suivie du 
segment Z53. 

L'intégrale le long du lacet e, est égale (n° 156) à deux fois 


. °° Se dz 
l'intégrale rectiligne f Tr on posera 


e”/ - n 
0 


Ca 
dz 
(3) 2). va CAT NU 


en supposant que dans les trois intégrales, on parte de 3, avec 
une valeur déterminée \/Z,, du radical ÿ/Z. 
L'intégrale 1! = le long d’un chemin formé des lacets e,, e8, 


y, .«.., décrits successivement, sera donc, la valeur initiale du 


radical étant TVA 
ASE DAS Sn A, =""2; 
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le signe — devant 2 Ag provenant de ce que le parcours du lacet e, 
a changé le signe du radical. 

SimaintenantU estla valeur de l’intégrale suivant le segment 3,3, 
la valeur initiale du radical étant V2, les valeurs de la fonction u, 
définie par (2), pour une même valeur de z, seront comprises, 
selon que le nombre des lacets parcourus sera pair où impair, 


dans l’une ou l’autre des formules 


Pur RAGE A), 2 ASTUCES 
ce | PR PR NE PRET — U, 
2, B, y; à, ... désignant les chiffres 1, 2, 3 dans un ordre quel- 
conque et étant en nombre pair dans la première formule, impair 
dans la seconde. 

Réunissons dans ces formules les termes en A,, A;, A,; elles 
deviennent 


{ Uo+ 23 A+ 2 M2 Âs + 2 m3 As U, avec m1 + m:+ m3 =0, 
UE 


| u+oam Atom, Astam,A;s—U, avec m,+mi,+ RTS 
ce qu'on peut écrire 
U = U+ 2) Ai+2MaÂos + 2M3Â3+ : 
| 2A1— U, 
Mi, Mo, M; étant des entiers quelconques, de somme nulle. 


Posons maintenant, pour simplifier, 


(4) wi—A3— A2, wo A1— As, &s= As—A;, (wi+w+uw;=0o); 


on pourra écrire 


LENILTSS 2/Mi(A; — A3) — 2/N2(A3— À) 
RE 
| 2A ,— U: 


+ 92(Mi + Mr+ Ms) A3+ 


c'est-à-dire, puisque m, + m2 + mm, est nul, que les valeurs de u, 


At 


pour une même valeur de 3, sont comprises dans les formules 


(5: | uo+ U 
4) U—= 2102 — 2 Mowp—+k « 
l uy + 2A1— U, 


m, et M2 étant des entiers quelconques. 


159. De là résultent d'importantes conséquences. 
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Observons d’abord que les quantités (dites périodes) 261, 203, 
2w4 ne dépendent pas des constantes 45, 30, mais seulement 
de €, e:, €. On a en effet, par (3)et (4), 


ARS NE C3 
dz dz 
UW1 = Â3— Ào — ef 17 
ASS VZ Ÿ Lo V Z 
les intégrales étant prises le long des segments 356%, 3663 ( fig. 67). 
Orsile point 3, ( fig. 65)est à l’intérieur du triangle e,, e, e, (ce 
qu'on peut toujours supposer, puisque ce point est arbitraire), le 


Fig. 67. 


1 AS 


contour ci-dessus (traits pleins), formé par les côtés du triangle 
260302, inlerrompus par deux ares de cercle infiniment petits de 
centres e3 et e,, ne contient à son intérieur aucun point critique du 


radical 2, qui est holomorphe dans cette région; donc l'intégrale 


dz LIRE 
= le longe du contour est nulle, c’est-à-dire que l’on a 
5 ) 


yZ 
63 la : 70 
[ + f + | 6: 
TT Ÿ es és 


e e 


On en tire 


d'or: 


‘3 dz € dz SE 
(SIN Î VA et de même : Die — W3 = ee 
e ea 
expressions indépendantes de =, et wo. 


Cela posé, faisons, pour préciser, uÿ == W4 et 36 — €,, ce qui, 


par (3), donne A, = 0. On a, dans (2), 


RE 
(rar) uw | — 
€1 V£ 
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Introduisons maintenant la fonction inverse de u, en considé- 
rant z comme fonction de w, 3 — (u),et admettons, ce que nous 
établirons dans le Chapitre des équations différentielles, que 3 soil 
une fonction monodrome de u dans tout le plan. 

Les valeurs (5) de w, qui répondent à une même valeur de 3, 
sont 101 : 


wi + U, 
(ft) U—= 2M)U2— 2MI0I + 
LOU: 
inversement, à ces valeurs de w correspondent une seule et même 
valeur de 3 — o(u), puisque o(u) n’a qu'une valeur si w est donné. 


1° Donc, en premier lieu, quand on fait varier arbitrairement 
les entiers m, et m>, la fonction o(2m;w, — 2m:0, + w, + Ü) 
garde la même valeur; ou. plus simplement, on a 


(9) Q(u+—2uw)=v(u+20w2) = pu), 


c'est-à-dire que o(u) est une fonction doublement périodique 
de u, aux périodes 2w,, 2w2. Elle admet aussi la période 2w3, 
mais à cause de la relation — 263 — 20, + 2w,, cette période 
résulte immédiatement des deux autres. 

2° Toujours d’après (8), à une valeur de 3 correspondent, à des 
multiples près des périodes, deux valeurs de w, à savoir w, + U 
et 64 — UÜ, dont la somme est26,. On a donc inversement : 


(10) p(u)=p(2w—u)=v(—u), 


puisque 2, est une période. 

La fonction o(u) est donc paire. 

3° Faisons successivement, dans (7), 3 —e,,e:, e;; on a, en 
Lenant compte de (6), 


4, dz 
pour 3 = ei, U—= 1 = re 
HN 
Éd 
Z — Co, u=wi+ | F7 tu a 
e e; VZ 


ti 


e3 dz 
EN = f a et 
a VZ 


d'où l’on conclut, en utilisant (9) et (10), 


€ = (uw), E3 = O(W1 + W3) = P(w>2), 


E3 = L(WI— Wa) = D (WI + Wa — 202) = Y(ws), 


© 
O9 
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c’est-à-dire 
(11) E(Wa) = 4 ALAN PER FE D 


>servons, pour terminer, que les équations (6) ne définissent 
Observons, pour t , que les équat 6) ne définissent 
O1, W», W3 Qu'au signe près, parce que le signe change avec celui 


de /Z; mais, quel que soit le signe, on a loujours 
O(Uu+2wa) = ou); 


et'aussi &(6,) —e,, puisque o(u) est une fonclion paire. 


160. Remarque. — On voit par là comment les fonctions dou- 
blement périodiques s’introduisent naturellement en Analyse par 
l’énversion de l'intégrale elliptique de première espèce; 1l est à 
observer que l’inversion des intégrales de seconde ou de troisième 
espèces ne conduirait pas à des fonctions inverses monodromes, 
C’est Abel qui a eu le premier l’idée d'étudier la fonction in- 
verse, guidé par l’analogie avec l'intégrale qui donne l’are sinus; 
il a pu ainsi découvrir la double périodicité, propriété fondamen- 
tale, qui avait échappé à Euler et à Legendre. 

La théorie des fonctions doublement périodiques peut d’ailleurs 
s'établir indépendamment de la considération des intégrales ellip- 
tiques, et de la manière la plus simple : c’est ce sujet qui va nous 
occuper maintenant. Nous verrons ensuite comment ces fonctions 
permettent d'intégrer les différentielles elliptiques, ce qui est 


leur application principale. 
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CHAPITRE HIT. 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


I. — GÉNÉRALITÉS. 


161. Définitions. — Une fonction /{u), de la variable imagi- 
naire &#, admet la période 2w si l’on a 


(1) f{u+2w)= f(u). 


Si elle a plusieurs périodes, 2w, 2w/, ..., il est clair qu’elle 
admet aussi la période 2mw<+o2omuo+...; m, m/,... étant 
entiers, positifs ou négalifs. 

Marquons dans le plan les points # = 2mw<+om'uw+...; le 
segment rectiligne compris entre deux quelconques d’entre eux 
représente une période, c’est-à-dire que la quantité imaginaire 
qui a pour module la distance de ces deux points et pour argu- 
ment l’angle avec Ox de la droite qui les Joint, est une période. 

On nomme fonction elliptique une fonction méromorphe dans 
tout le plan, admettant deux périodes: ce nom vient de la rela- 
tion de ces fonctions avec l'intégrale qui expr'me la longueur de 
l’arc d’ellipse. 

Il est clair que toutes les dérivées d’une fonction ellipuique 
sont elliptiques aux mêmes périodes: car elles sont méromorphes 
dans tout le plan (n° 132), et l’on déduit de (1), par dérivation, 


MONET AQU 


T'héorèmes sur les périodes. 


162. Lemme.— Une fonction méromorphe dans tout le plan, 
fu), qui admet une période de module aussi petit qu'on veut, 
est une constante. 
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Soit x celle période; #4 étant un point non critique pour /(u), 

on à | 
J(uy+a)—f(uo) = 0; 

la fonction f(u) — f(uo), qui est holomorphe autour de w,, admet 
ainsi deux zéros, &o et Uÿy—+ %, aussi Voisins qu'on veut l’un de 
l’autre ; elle est donc (n° 127, note) identiquement nulle dans le 
cercle de Taylor de centre w,, c’est-à-dire dans un cercle qui a 
pour centre &,:et pour rayon la distance de ce point au pôle le 
plus voisin de f(u). En d’autres termes, f(u) est constant dans ce 
cercle et, par suite, dans le plan, qui peut évidemment être re- 
couvert par une série de cercles analogues successifs, dont chacun 
a son centre à l’intérieur de l’un des précédents. 


163. Théorème I. — Ze rapport des deux périodes d’une 
fonction elliptique f(u) est imaginaire. 


Nous nous appuierons sur la remarque suivante C4) : 


Soit une suite de quantités posilives +, en nombre infini, 
More dontaucunerestinullé deux cas bourronbsepré- 
senter : 1° ou bien une de ces quantités sera inférieure (ou au 
plus égale) à chacune des autres, c’est-à-dire qu’il existera, dans 
la suite, un nombre minimum non nul; 2° ou bien étant donnée 
une quelconque x, des quantités +, on pourra loujours trouver 
Dh La DIS Dis < Lai, ebainsi de suite. Oniformeraalnst 
ATOS ONIÉ deNNOMOh ES dECTOISSANLtS LT, Tor nantes 
qui tendent vers une limite À, car une quantité variable, qui dé- 
croit constamment et restant positive, a une limite. En d’autres 
termes, 1l y a une infinité de nombres x compris entre À et À + e, 
si pelit que soit €. 

Cela posé, pour établir le théorème ci-dessus, admettons 
que le rapport des périodes 2w,, 2w, soit réel : les points 
U—=2M V0 +2MI02, que nous appellerons pornts-périodes, 
sont alors sur une même droite Om, issue de l’origine. Parmi ces 
points, abstraction faite de O, cherchons les plus rapprochés de O: 
d’après la remarque précédente, deux cas sont à disunguer : 


1° Un des points périodes, P,, est plus rapproché de l’origine 


(HeFoiraice sujet letn°2du Tome J: 
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que tous les autres; 2° aucun n’est plus rapproché, c’est-à-dire 
qu'il y a une infinité de ces points aü voisinage d’un point À, de 
la droite Om. 

La seconde hypothèse est inadmissible : en effet, on pourrait 
toujours trouver, au voisinage de À, deux points-périodes dont 
la distance soit inférieure à un nombre e, si petit qu'l soit; il y 
aurait donc, puisque le segment rectiligne compris entre deux 
points-périodes représente une période, une période &, de module 
aussi pelit qu'on veulet, par suite en vertu du Lemme, la fonc- 
ion f(u) serait une constante. 

Reste la première hypothèse : il y a ( fig. 68) un point P,, au 


moins aussi rapproché de O que tous les autres. Le segment OP, 


représente alors une période 2Q, de module minimum ; les points 
Ps, PS PO EEN compris dans /latformuleRorrt (Re0iameS 
points-périodes. Je dis qu’il n’y en a pas d’autres : car, s’il en exis- 
tait un, P, compris entre P, et P;, par exemple, la période repré- 
sentée par le segment P, P aurait un module inférieur à P,P;3, qui 
est égal à OP,, c’est-à-dire inférieur à mod2Q. Les points- 
périodes et, par suite, les périodes, sont donc compris dans la 
formule 2mQ, etil n'y a, en réalité, qu’une seule période, 2Q. 


Corollaire. — Si une fonction elliptique a la période réelle 2w,, 
les périodes, autres que 2m,w,, sont imaginaires. 


164. Représentation géométrique de la double périodicité. — 
Le rapport des deux périodes étant imaginaire, les points 
U—= Ur 271 01 + 2 79 W) 
ne sont pas en ligne droite; ils sont les sommets d’un réseau de 
parallélogrammes dont les côtés représentent les périodes 2w;, 


262, et dont un sommet est le point arbitraire u = w,. Un quel- 
conque de ces parallélogrammes se nomme parallélogramme des 
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périodes. La fonction elliptique f(u) reprend la mème valeur en 
tous les points homologues du réseau; il suffit donc de connaître 


Fig. 60. 


ses valeurs et ses propriétés à l’intérieur d’un parallélogramme 


pour les connaître dans tout le plan. 


165. Théorème II. — Une fonction monodrome ne peut 
admettre plus de deux périodes. 


Supposons, en effet, qu'il y ait trois périodes 26,, 26°, 203; 
leurs rapports, deux à deux, seront imaginaires ; sinon, d’après le 
théorème I, la fonction périodique serait une constante, ou les 
périodes se réduiraient à moins de trois. Considérons, dans Île 


plan, les points-périodes 


U = 92 Maitd1 + 271505127713 W3, 


abstraction faite de l’origine O; deux cas sont à distinguer : 
1° l’un d’eux est au moins aussi rapproché de l’origine que tous 
les autres; 2° il y a une infinité de ces points dont la distance à 
l’origine est aussi voisine qu’on veut d’une limite o. 

La seconde hypothèse est inadmissible : il ÿ aurait, en effet, entre 
les crrconférences de centre O, de rayons o et p He, une infinité de 
points-périodes, et, par suite, si l’on divise la couronne en secteurs 
(fig. 30) correspondant à un angle au centre 0, pris aussi petit 
qu'on veut, un au moins des secteurs comprendrait une infinité 
de points-périodes. Or, la distance de deux de ces points étant le 
module d’une période et les dimensions du secteur pouvant deve- 
nir aussi pelites qu'on veut, on formerait ainsi une période de 
module inférieur à toute quantité donnée et, par suite (Lemme), 
la fonction f(u) serait une constante. 

Reste donc la première hypothèse : il y a un point-période P,, 
au moins aussi rapproché de O que tous les autres; soit 2Q, la 
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période, de module minimum, représentée par le segment OP,. 


Supprimons maintenant le point P, et tous les points-périodes 


situés sur la droite OP,; le même raisonnement montre que, 


Fig. 70. 


parmi les points-périodes restants (et il en reste, sinon tous 
ces points seraient en ligne droite, et les rapports deux à deux de 
204, 209, 203 seraient réels), il y a un point P,, au moins aussi 
rapproché de O que tous les autres : la période 2Q, représentée 
par OP, est celle qui a le module minimum parmi toutes les 
périodes dont le segment représentatif n’est pas parallèle à OP,. 


2 Q 


D'ailleurs P, n'étant pas sur la droite OP,, le rapport est 


201 
imaginaire; on peut donc construire un réseau de parallélo- 
orammes dont les côtés sont les périodes 2Q, et 2Q,, un des 
sommets du réseau étant l’origine. 


Tous les sommets du réseau sont des poinis-périodes IE dis 


qu'il n’y en a pas d’autres. En effet, s'il en existait un autre, P,1l 


29 


A 2 B 


1 
serait sur les côtés ou à l’intérieur d’un des: parallélogrammes 
ABCD du réséau. Orilne peut être : 1° ni sur le côté AB (ou CD), 
car le segment AP (ou CP) représenterait une période de module 
inférieur à mod2Q,; 2° n1 sur le côté AD (ou BC), car le seg- 
ment AP (ou CP) représenterait une période, de segment repré- 
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sentalif non parallèle à AB, et de module inférieur à mod2@,; 
3° ni à l’intérieur du parallélogramme, car l’inégalité évidente 
AP + PC < AD + DC <2AD, c’est-à-dire <2mod2Q,, montre 
que l’une des périodes représentées par AP et PC aurait son mo- 
dule inférieur à mod 20. 

Les points périodes, c’est-à-dire les périodes, sont donc tous 
compris dans la formule 2m,Q, + 2m:Q, et il n’y a en réalité 
que deux périodes, 2Q, et 20,. 

L'impossibilité de trois périodes et, «a fortiori, d’un plus grand 
nombre, est donc établie. De plus, le raisonnement montre qu'on 
peut toujours, parmi les périodes, en trouver deux, 2Q, et 2Q,, 
dont toutes les autres se déduisent : un tel couple est dit couple 
primitif de périodes. 


T'héorèmes sur les fonctions elliptiques. 


166. Théorème III. — Une fonction elliptique qui ne devient 
pas infinie est une constante. 


En effet, la fonction étant, par définition, méromorphe dans 
tout le plan, et ne devenant Jamais infinie, n’a pas de pôles; elle 
est donc holomorphe dans tout le plan; son module, dans un pa- 
rallélogramme, et par suite dans le plan, est limité; donc (n° 125), 
celte fonction se réduit à une constante. 


Ordre d’une fonction elliptique. — On dit qu'une fonction 
elliptique est d'ordre x si elle a » pôles dans un parallélogramme 
des périodes, un pôle double étant compté pour deux et ainsi de 
suile. 11 est clair que si f(u)est d'ordre n, f?(u) est d'ordre 
an; si o(u)est d'ordre m, f(u)w(u) est d'ordre m + n. 


167. Théorème IV.— La somme des résidus d’une fonction 
elliptique f\u), par rapport aux pôles situés dans un parallélo- 
gramme des périodes, est nulle. 


\ 


Car elle est égale, en vertu du théorème des résidus (n° 13%), à 
l'intégrale 
Il 


—. DL) di 


Diag 
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prise sur le contour du parallélogramme, dans le sens posiuif. 
Or les intégrales relatives à deux côtés opposés se détruisent, 


puisqu'en deux points correspondants (situés sur une même paral- 


Fig. 72. 


20, du 


1 


lèle à l’autre côté), tels que « et u', f(u) a la même valeur, et du 
a des valeurs égales et de signes contraires, en raison du sens de 
parcours. 

168. Corollaire. — Z! n'y «a pas de fonction elliptique 
d'ordre un. Car une telle fonction n'aurait qu’un pôle simple; 
son développement autour de ce pôle 4 serait donc de la forme 


(n° 199) : 


A 
UE PU + Bo+Bi(u—a)+..., 


A désignant le résidu; la somme des résidus relatifs aux pôles 
intérieurs à un même parallélogramme étant nulle, on aurait 
À — 0, et a ne Serail pas un pôle. 


169. Théorème V. — Une fonction elliptique a autant de 
zéros que de pôles dans un parallélogramme des périodes. 


Car la différence m — n, entre le nombre de zéros et celui des 
pôles, est égale (n° 135) à l’intégrale 


CM RE u) 
27 CE C:) 


du, 


prise le long du contour du parallélogramme dans le sens positif. 
Or cette intégrale est nulle, car la fonction f’(u) admettant les 


mêmes périodes que f(u), la fonction sous le signe f est elliptique, 


et les intégrales relatives aux côtés opposés se détruisent (n° 167). 
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Corollaire. — Soient f(u) une fonction elliptique d'ordre 7 


etcune constante : l'équation f(u) = c a n solutions dans chaque 
parallélogramme, car la fonction elliptique f(u) — c a évidemment 
les mêmes pôles que /(u) : elle est donc du même ordre n, et a 
dès lors 2 zéros dans un parallélogramme. 


170. Théorème VI. — La somme des valeurs des zéros d’une 
fonction elliptique est égale à celle des valeurs des pôles 
contenus dans le méme parallélogramme, à une période près. 


En effer, la différence entre la somme des valeurs des zéros et 
celle des valeurs des pôles, dans un même parallélogramme, est 
égale (n° 135) à l'intégrale 


{ AQU 
DL ONE) 


u du, 


prise dans le sens positif, le long du contour du parallélogramme. 
Or, si l’on désigne par &w un point du côté AB (fig.53) et par 
Fig 

D 


u+2 


3 = u + 20, le point correspondant du côté CD, quand le point z 
décrit CD, le point w décrit BA, de sorte que l’on a : 


HN Eee te RER CP APT = — f US 
en Je) LA A u + 2) / AB J(u) 


d’où l’on tire 


ne flÈLE) sue f'(&) | 
Es l = Yi 13 Écqer dois RTE = & 9 ] œ B. 
[Fo «du f Fe Je Fan de = — 20[log/(0)] 


e/ 


Mais aux points B et À, pour lesquels les valeurs de la variable & 
diffèrent de 2w,, f(u) reprend la même valeur; la différence des 
logarithmes est donc un multiple entier de 2r£, soit 24, (car 
le logarithme n’est défini qu’à une constante 2kmt près); de 


LU 
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même la somme des intégrales suivant BC et DA donne le terme 
2w6,2ktt, et l'intégrale qui représente la différence entre les 
sommes des valeurs des zéros el des pôles est égale à 


] 


-(—206),2%aTi+2w,.24iTt) = 2K1w01— 2420, 
2TL 


c'est-à-dire à une période. 


171. Théorème VII — Une fonction elliplique est déter- 
minée : 1° à un facteur constant près lorsque l’on connaît ses 
séros et ses pôles dans un parallélogramme avec leur ordre de 
multiplicité; 2° à une constante additive près lorsque l’on 
connaît ses pôles et la partie infinie de son développement aux 
environs de chacun d'eux. 


Car si deux fonctions elliptiques, f(w) et &(u), satisfont aux 


2 . : (u) . rer 

conditions données, le quotient fe dans le premier cas, la diffé- 
(es) 

rence f(u)—#z{(u) dans le second, sera une fonction elliptique 

sans pôles dans un parallélogramme, et, par suite (n° 166), une 


constante. 


II. — LES FONCTIONS FONDAMENTALES Cu, pu, su. 


172. Il y a des fonctions elliptiques : nous allons, en effet, 
former, d’après Weierstrass, des fonctions particulières permet- 
tant d'exprimer toute fonction elliptique. 

Soient 26,, 20, deux quantités quelconques, de rapport ima- 
ginaire; par analogie avec la fonction cotu, formons une fonction, 
méromorphe dans tout le plan, admettant pour pôles simples les 
points-périodes u—= 2m, +2mM202, avec un résidu égal à 1 
pour chacun d’eux. 

La méthode du n° 138, 2°, est ici applicable, car je dis que la 
série 


Y j 1 
ou, pour abréger, — ) 


Æd (210) + 2 M2 )? 
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}/ 
où la somme Ÿ porte sur tous les systèmes de valeurs entières 


de m, et m2, de — x à -+o, le système m, = m:— 0 excepté, 
est absolument convergente. 

Joignons, en eflet, l’origine O (/ig. 54) aux deux points 
Uu—=2p0,, u—2pu, (a et b de la figure), p désignant un entier 
positif; construisons ensuite le parallélogramme ABCD, de 
centre O, dont deux côtés, parallèles à O b et O x, passent par 4 
Et 0. 

Pour p —1, on a le parallélogramme A,B,C,; D,. Considérons 

Kent 
Br d (2pu;) A 


C D 


maintenant les points-périodes situés sur les côtés de ABCD : il 
yen à 2p +1 sur chaque côté, soit en tout 8p + 4, et, en retran- 
chant les quatre sommets qui ont été comptés deux fois, 8p. 


Soit w l’un d'eux; les figures ABCD et A, B,C, D, sont homo- 


thétiques par rapport à O, le rapport de similitude étant p. Donc 
mod æ = p.O%, 


Æ étant le point homologue de w; et, par suite, si p est le rayon 
d’un cercle intérieur au parallélogramme A,B,C,D,, 


I j 
modw >p3 ou << —. 
modæ = pp 


I 


TE qui correspondent aux 8p points- 


’ | 
Les termes de la série Ÿ 


périodes situés sur les côtés de ABCD, ont donc une somme infé- 
rieure à 
rite ATTAQUE 
sp( =) ; c'est-à-dire à — —; 
FE 
; PONT I 

dès lors, la somme de toute la série Ÿ — 

Æm Mod(2,0)-+ 2200 ) 
H. — 1]. 19 
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sera évidemment inférieure à 


ne 2 La me: \ 

p° Is 2° ERP: 7e 

quantité finie. CHROME: D. 
173. La fonction &u. — Cela posé, la méthode du n° 138, 2°, 


nous fournit une foncuon Cu, méromorphe dans tout le plan, 
admettant pour pôle simple chacun des points-périodes, avec le 
résidu + 1 : cette foncuion est définie par la série 


I j I I 7 
(1) Eu—= — + eenle 500 medion toner 
u JAN w y? 


désigne toujours la quantité 2m,w6,+2m2w2, et la somme 


/ z r x 
D , au second membre, porle, comme l’accent est destiné à le 


rappeler, sur toutes les valeurs entières, négatives et positives, 
de m, et m2, le système 0,0 excepté. La série (1) est absolu- 
ment et uniformément convergente (n° 138) dans toute région 
finie R, ne comprenant aucun point-période. 


174. La fonction pu. — On pose 
(2) DL CUS 


c’est-à-dire que pu est la dérivée de Cu, changée de signe; pu est 
_donc, comme Cu, une fonction méromorphe dans tout le plan 
(n° 132); ses pôles sont (ibid.) les points-périodes, et chacun 
d'eux est double. 

La série qui définit Gu étant uniformément convergente dansR, 
et ses termes holomorphes en w dans cette même région, sa déri- 
vée s'obtient en dérivant terme à terme (n° 117), ce qui donne 


(3) i 2 EN I I 
$) DU = — > —— — — 
J u? (u — w )? œw? |? 


et la nouvelle série converge uniformément dans R (:bid.). Une 
nouvelle dérivation donne de même 


2 D I 11 
(4 D —— ——7 EE 
fè uÿ (u— w} D œ )3? 


e à ; 
la dernière somme > portant sur toutes les valeurs de æ, zéro 


compris. 
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Remarque. — Les séries qui donnent pu et p'u sont absolu- 
ment convergentes dans R; montrons-le pour pu, la démonstra- 
ion est la même pour p'u. On a : 


I QUW — u? 
MON | —— — — | = mod ——— 
(u — w }? «p? mu — ww)? 
u? [ I 
= mod {2u — — } Mod ———— mod — ; 
(22 u \2 5 


les deux premiers facteurs du dernier membre demeurant évidem- 
ment limités, quelle que soit la période æ ( Zo), lorsque w reste 


s ! 
dans R, et la série » 


posi tion est établie. 


SÉRIE F 0 , "70) AVE 
mod 3 CLATSCONNERC GN CE (n 172), la pro 


175. Propriétés de pu. — 1° C’est une fonction paire de w, car 
changer uw en — uw dans (3) revient à changer æ en — 4, c’est- 
à-dire m, et m; en — m, el — m2, opération qui ne fait que 


déplacer les termes de la série (3); celle-c1 étant absolument con- 
vergente, on à bien p(— uw) = pu. 

2° Les points w — w, comme on l’a vu, sont des pôles doubles 
de pu; cherchons le développement de pu autour du pôle 4 = 0. 


0 I A 
La relation (3) montre que pu — — n’admet plus le pôle u — 0; 
u” 


c'est donc, autour de ce point, une fonction holomorphe, qu’on 
peut développer en série de Maclaurin, valable dans un cercle 
ayant pour centre l’origine (w —0), et, pour rayon, la distance de 
l’origine au pôle le plus voisin de pu. 


: I 
Soit pu — E —w{(u), ona 
+ f ï 
CAE > —— — d’où (0) = 0 
(ue) a |» aie < 
u'(u) > ÿ l’o Ti à ( 
o = — : nine d’où ON — =0 
| Cu Ritod 3 gl 
NA Ar 
L/4 
OUT) = d’où o"(o 0 
es, di (u—w)? Le wi? 


(1) Car à une quantité w correspond une quantité — æ, et la somme des in- 
verses des cubes de ces deux quantités est nulle, De mème les dérivées d'ordre 
impair de ?(u) sont nulles pour uw = ». 
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La formule de Maclaurin 


: = 
g(u)=g(o)+ug'(o)+ —#"(0)+. 
donne donc ici : 
(5) pu= — + CU? + Cout—+,.,.+ Cu?l—.. 


étant posé 


[ f 
6 Cr 3 Re] Co es ñ —— 9 .. 
6, F > (2 ï > 6 


Le développement (5) montre bien que pu est une fonction 
paire; il est à observer qu'il ne renferme pas de terme constant. 
3° La fonction pu est elliptique, aux périodes 2w,, 26». — 
Montrons d’abord que p'u jouit de cette propriété. À cet effet, 
changeons w en u + 2w,, dans l'expression (4) de p'u; cela re- 


vient à remplacer # par #@—2w,, c’est-à-dire mn, par mi —1, 
opération qui ne fait que déplacer les termes de la série; celle-ci 
étant absolument convergente, comme on l’a vu plus haut, de- 
meure inaltérée. La fonction p'u admet donc les deux périodes 


24, 2). 


Or la relation 
p(u+2w)—-p'u—=o 


montre que la fonction 
p(u+2w)—pu 
est une constante c; pour la déterminer faisons # — — w, ; il vient 
C—=p(w;)—p(—wi)=0, 


puisque pu est paire. Donc pu admet bien les périodes 26,, 26»: ; 
c'est une fonction elliptique. Elle est d’ordre deux, car, dans un 
parallélogramme des périodes contenant l’origine, elle n’a que le 
pôle double u = 0. 


Remarque. — pu n'a pas de période plus simple que 2w, et 
2W2, c'est-à-dire que toute période, 2Q, de pu est de la forme 
2M Oi+2MIW2. En effet, p(2Q), égal à p(o), est infini, et 
comme, d’après (3), pu n’a pas d’autres pôles que les quantités , 


L 
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on a bien 
Q — 21 1 + 2 M2 Wo. 


176. Propriétés de &u. — 1° C’est une fonction impaire de u : 
car, si, dans le second membre de (1), on change en — 4, on 
n’altère pas la série, cette opération ne faisant que déplacer les 
termes; si l’on change à la fois w en — æ et w en — u, tous les 
termes changent de signe, et, par suite, 


—u)=— Cu. 
2° Les points-périodes sont, on l’a vu, les pôles (simples) 
Lt r A , . . 
de £u; le développement autour du pôle # — o se déduit de celui 


de pu. On a 


L 
— 1 2 ». 
PRES SR CHU CONTRER 
| . , 
d’où, en intégrant, 

L C1 Cour: 

Cu=-——uw— —ui—...+0C; 
u 3 5 


la constante C est nulle, car Cw doit changer de signe avec w : donc 


I C' Core 
Gr) Eu — — —u8— — ui —.. 


uw 3 


+) 


développement valable dans un cercle ayant pour centre u = 0, et 
pour rayon la distance de ce point au pôle le plus voisin de w. 
Observons que cette série ne renferme pas de terme en w. 
3° La fonction £« n'est pas elliptique; de l'équation 


p(u+2wi) = pu, 
on déduit, en remontant aux primitives, 


E(u—+2w) = Cu + on:, 


et l’on détermine la constante n, en faisant # = — w, ; Ÿ étant im- 
paire, il vient 
ni = Co. 
Si l’on pose de même 
n2 = Cow», n3 = Co, 


263 élant une période introduite pour la symétrie et définie par 


O1 + 9 + WU 3 — O, 
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on aura 
(8) C(u+2wa) =Cu +21 (Rien a 0) 
On en conclut 

C(u+I2wWi+2w+2w3) = Tu +2n+20+ 213; 
et, puisque &4 + &2 + w3 est nul, 


(9) Ti 2 + N3— O0. 


177. La fonction su. — Introduisons une troisième fonction, 
d'u, définie par la relation 


tt” 
: sl 
eee Ju 
[A L)dr 


(10) DU ErUC 
qui entraîne celle-ci : 


(11) — = Qu. 


Je dis que d'u est une fonction entière. 
[! . . . 
Observons d’abord que Cu — - ne devient pas infini, d’a- 
près (3), pour l’origine O(u — 0), point de départ de l’intégrale 
IL I 
(i2) f (eu) du ; 
2) u 


quant à cette intégrale, elle prend des valeurs différentes selon 
le choix de l’arc d'intégration. 
Soit L, un arc particulier allant de O à w, sans traverser de pôle 


J ; , s A 
de Cu — 7 l'intégrale (12), le long d'un arc quelconque de O à w, 
est égale (n° 151) à l'intégrale le Iong d’un chemin fermé C, allant 
de OÔ à O, suivi de l'intégrale suivant L,; or l'intégrale le long 
à re I . 
de C a pour valeur la somme des résidus de Cu — —; relatifs aux 
(42 
pôles intérieurs à C, multipliée par 24, et comme tous les résidus 
de Üu sont égaux à +1, on voit finalement que l'expression gé- 
nérale de l’intégrale (12) est de la forme 2n7i+U, U étant une 


fonction déterminée de uw, et n un entier. 
LE Ce 3 1 = 
À cette valeur de l'intégrale correspond, par (10), puisque 
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er 1, une seule valeur de &'(u); done du est uniforme dans 


? 
tout le plan. 
Les points critiques possibles de du sont d’ailleurs (n° 100, 


Remarque) ceux de l’intégrale (12), c’est-à-dire (n° 110) ceux de 

; [ < : . 

la fonction Ê uw — PQ les pôles de Êu, le point u — o excepté. 
(4 


Mais, au voisinage du pôle u =, on a, puisque ce pôle est 
simple pour Cu, avec le résidu +1, 


OU 
C7 Ua AUYE 


donne alors, par intégration, au voisinage du pôle u — 5v, 
logzu= log(u— w)+vd(u) +0, 
et la fonction d(w), ou fe) du, est holomorphe autour de ce 
point (n° 110); on en conclut 
! k 
ou—=(u — TES Ch Ue 


ce qui montre que le point # — # est ordinaire pour du, et que 
c’est un zéro d'ordre un. 

Donc enfin, la fonction uniforme Su, admettant pour points or- 
dinaires tous les points du plan, est une fonction entière. 


Remarque. — On peut exprimer du sous forme de produit 
infini; Car On a, par (1), 


s I NA i I 110 
QUI —= ete SE rade 
u Hi re w?2 


d'où, puisque la série est uniformément convergente (n° 117, 1°) 


7 k ; k à 
I œ u u u? 
Cu— = )du= 108 TE AE EEE 
0 u x 24 (4 5 «w2 


. 
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e ! 9 \ " Là 
le produit Â | s'étendant à toutes les quantités 
@ — 27711 0): —- 2/72 0), 


ZÉLO EXCÉDLE. Cette formule montre que ou n’a pas d’autres zéros 
que les points-périodes u — w, qui sont des zéros simples. 


178. Propriétés de su. — 1° La fonction du est impaire, car 
on a 
—u , 
[ (Gu— =) du 
GEL) = 1eme : 
d’où, en posant = — + dans l'intégrale, 
tt, 1" 
f Go— > ) de 
g(—u)—=—ue0 ; —— Ju. 


>° du, fonction entière, est développable dans tout le plan en 
série de Maclaurin. Or on a, autour de l’origine u = 0, 


I Ci 
Eu=-— —u0— — us —..., 
u 3 
9 A ue. 4 
d’où, en intégrant, 
Ci C2 
logs u = logu —— ut — —us—..., 

12 30 


el la constante d'intégration est nulle, puisque, d’après (10), 


o'u À \ 
OST CAL ALT DOUTE 0. Donc 
u el 


CG Ca 
= en 


(13) su=ue 1? =u(i+ diut+ du$+...), 


di, da, ... étant des polynomes en €, €», .... Ce développement 
ne renferme pas de terme en uÿ. 

3° De la relation (8), É(u+2uw,) =Cu +214, on tire, en in- 
légrant, 


logz(u+2w,) = logs u+o2onu + log C4, 
9 \ 
d’où 
S(u+a2wg) = Cyeeu su, 


Pour déterminer la constante C4, faisons, dans cette formule, 
u—— 04; 1l vient, puisque du est impaire, Ci = — eat, et, 
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par suile, 


(14) o(u+2wsg) = — enalu+wa) ou (æa=1,2,5). 


179. Formules d’homogénéité. — Les formules 


( ) SA ; I I 
)(U) 201, 200) == ÿ Le 
Se EN + u? (u— w )? «2 
L I a l l u 
C(u,2w1,2w%2) = = + — + — + — ), 
(24 U — w (29 (1? 
r 1 u? 
+ — u 
CPI D 23) eu PMR Tes 
w 
x 


(W = 20 +2Ma2U), 


donnent immédiatement 


| I 
p(uu,2hRUW1,2UW2) — pe PC 21, 2W)2), 


r , ee r 
ENTRER DU) É(L 201,203) 


FA 


LIU DUO )== NL OU, 20), 202), 


J. désignant un paramètre arbitraire. 


180. Remarque I. — On a ainsi formé une fonction pu, jouis- 
sant des propriétés suivantes : 


1° Elle est elliptique, et ses périodes sont deux quantités quel- 
conques, 24, 262, de rapport imaginaire. 

2° Elle est d'ordre deux; ses pôles, dont chacun est double, 
sont les points périodes, u = 2 m4 + 2 Mob. 

3° Autour du. pôle # = 0, le développement de puest de la 
forme 


LS 
A 
sr 


I 
PU==LEEE termes avant « en facteur. 
u”- % 


Je dis qu'il n'y a qu’une fonction satisfaisant à ces trois condi- 
ions. En effet, s’il en existait une seconde, f(u), ayant aussi, 
autour du point u = 0, le développement 


henri I 
(5 bis) f{(u)= — + termes ayant w en facteur, 
u? 
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pu — f(u) serait une fonction elliptique sans pôles dans un pa- 
rallélogramme des périodes, car elle ne devient plus infinie pour 
u—0o; ce serait donc (n° 166) une constante : or, pour u = 0, 
pu — f(u) s’annule, puisque les développements (5) et (5 bis) ne 
renferment pas de terme constant; pu — f(u) est donc identique- 
ment nul. 


181. Remarque II. — On peut ajouter que pu (el, par suite, 
Suet du, qui se déduisent de pu sans ambiguïté) ne dépend en 
réalité que du réseau des points-périodes 4 = 2,0, + 2m20; 


F186209; 


car, d’après la Remarque I, on peut définir complètement pu : 
une fonction méromorphe, ayant pour pôles doubles les sommets 
de ce réseau, pour périodes les quantités représentées par les 
segments rectilignes joignant deux quelconques de ces points, et 
développable, autour du pôle uw = 0, sous la forme 


pu — - —+ Lermes ayant « en facteur. 

Or le réseau des points 2m, w, + 2 m:w, peut s’obtenir ({ig.75) 
en partant d’autres périodes que 2w,—= OÀ et 26: — AB; par 
exemple, les parallélogrammes construits avec 2w,— OA et 
20,+ 202 —OB auront pour sommets les points 2M,w6,+2muw, 
et ces points seulement. La fonction pu, construite avec les pé- 
riodes 26, et 26, + 20, sera donc la même que celle construite 
AVEC 21, 2Wo. | 

D'une manière générale, les réseaux de parallélogrammes 
construits avec les deux systèmes de périodes (21, 2w>) et 
(20°, 20), et dont un sommet est à l’origine, auront les mêmes 
sommets : 1° si les sommets du réseau (2w', 2w,) appartiennent 
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au réseau (26,, 202), c'est-à-dire si l’on a 


201 —= 2h10 + 2)» (OP) ; < 
, (À et 12 entiers); 

20) — 2j + 2 Lo Wo 
2° si les sommets du réseau (2w,, 2w,) appartiennent au réseau 

LA \ Li € r e , . 
20',,20,, c’est-à-dire si, réciproquement, l’on peut, des équations 
précédentes, lirer 2w,, 2w, sous forme de fonctions linéaires 
de 20°, 20,, à coefficients entiers : il faut pour cela que l’on ait(t) 
À: 2 — À Hi = re 

! 


4 ? 
dits équivalents, et les fonctions pu construites avec deux sys- 


Les systèmes de périodes (2w,, 2w2) et (2w°, 20) sont alors 
tèmes de périodes équivalentes sont les mêmes. 

On nomme système de périodes primitives ou système pri- 
mitif, tout système équivalent au système 2w,, 2w, qui à servi à 
construire pu. En particulier, le système 2ew,, 2nw2 (s et n dési- 
gnant 1)est un système primilif. 


III. — RELATION ENTRE pu ET p'u. 


[4 So , a , 
182. Il y a, entre pu et p'u, une relation algébrique qu’on 
formera comme il suit. 


(}hErmelliet; on°a, éntirant 26, et 2v., 


2! sy — 2 w. 7 20 0u 9 À 
METZ ARE 2 To DCE 
Em 4 20, = —— . 


u) DUR » 
SE u Ab — hi 


L 

kb ht 
Il faut que les quotients de À,,1,, À,, d, par À, — À,u, soient entiers; soient 

l,, M, L, M, Ces quotients. On a 


NL OM Un Au), ete. 
d’où 


Al hbi=(hl—au) (lim —tdmi;),; 


c'est-à-dire 
(Ai — hbl)(Eim—lm,)=x 


Les deux facteurs du produit étant entiers, chacun d’eux doit être +1. Réci- 
proquement, si Ab — hu, = +1, les équations (w) donnent bien 2w,, 26, sous 
forme de fonctions linéaires de 2w°, 2w',, à coefficients entiers, 
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On a, autour du point # = 0, 


I L 
PU 4 MCLUTNOSUTEERRES 
u? 


P 
ARC € 4 7 e 
pu—=— ms +20 + ACUŸS+..., 


ce qui montre que p'« est une fonction elliptique d'ordre 5 : car 
elle ne peut admettre dans un parallélogramme contenant l’ori- 
sine d'autre pôle que celui, u — 0, de pu, et ce pôle est d'ordre 3 
pour p'u (voir aussi le n° 132). 

On déduit, des deux développements précédents, 
(1) pru— pu = — 0 _ — 28Ca+ kuU?+.... 

Or la fonction elliptique pu — 4pu+o2oc,; pu+28c2: ne 
peut avoir comme pôles que ceux de pu; mais il est clair, en 
vertu de la relation précédente, qu’elle n’a plus de pôle à l’origine 
et s’annule même pour # — 0. C’est donc une fonction elliptique, 
aux périodes 26,, 2w2, et sans pôle dans un parallélogramme des 
périodes contenant l’origine; elle se réduit dès lors (n° 166) à une 
constante, qui est zéro, puisque la fonction, d’après (1), est nulle 
pour 4 —0. Doncon a 


62) pu—=4piu—gIpu 


œ, 
5 3: 


Z2 et 23 désignant respectivement 20c, et 28c:. Ce sont des fonc- 
Lions de 2w, et 2w2:, comme tous les coefficients du dévelop- 
pement de pu autour du pôle # = 0; d’ailleurs les expressions de 
ec, et de €, en fonction des périodes ont élé données au n° 175, 
équations (6). 


183. On déduit de (2) par dérivation, et après suppression du 


facteur commun 2plu, 


I 
(3) pu=6pru— "sg; 


puis, par des dérivations successives, 
AD A UMST LD ETES 


/ I 
(4) 4 pru=npru+mpu(Gptu— se), 


2 
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et ainsi de suile; ce qui montre que les dérivées p'u, p'u, ... 
s'expriment par des polynomes en pu et p'u. 
La relation 


: I 
p'u = 6p?u — PL 
vermet d'exprimer, en fonction de 2, et #3, les coefficients €, du 
P 1 © =: © 2) 
développement du pu autour du pôle w = 0. Remplaçons-y en effet 


l 
PPDA EME ECTS. COURTES" 
HE 


6 


p'u par er +2Ci+...+2n(2n—i)cu12+..., 


et idenufions les coefficients de uw??? dans les deux membres; 
nous trouvons 


2n(2n —1)Cy = 6(2Cn+ 2Ci1Cn-2 + 2C2Cn-3+...), 
ou 
Cn(2n—n—6)—=G(cCiCn-2 + CrCn-3+...), 
formule de récurrence, qui exprime €, en fonction entière de 
C0 US querradépassesrDoncc; ce Nc /s0nt 
des polynomes entiers en €, et ©, c’est-à-dire en g, et g#,. On 
trouve ainsi 


€) 


* I L I LU 8 
JADE LR peu? — gaut+ LIU —— Ja gaU8 +... 
(6) 3 CNET RS 281? 1200 © ? 6160 


184. Rappelons que nous avons introduit (n° 176) une 
période 2w,, conséquence des deux autres, et définie par 


UW 1 + W2 + W3 = 0. 
Posons 


(6) PO er. PUWs— €», EN Te 


Ces trois quantités sont distinctes, car la fonction elliptique 
pu — Puo, Où &w, est une constante, a les pôles de pu; c’est donc 
une fonction du second ordre, et qui n’a, dès lors, pas d’autres 
zéros que les deux zéros évidents uw = + us + Période. On ne 
pourrait donc avoir P&i = pu: que si WE w, élait une période, 
ce quin’est pas (n° 175, Remarque). 

Les points 4 = w;, ©, w&, sont les zéros de plu; on a en effet 


pP'(wa) = p(wouu— 2wa), 
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à cause de la périodicité de p'u, c’est-à-dire 
p'(wa) = p(— wa) =— p'(wa), 

car pu élant pare, plu est impaire. 

Donc 2p'(w,) —0 : d’ailleurs pu, qui est d'ordre 3, n’a pas 
d’autres zéros que &,, >, w3, à des périodes près. 

Le polynome 4pu— g, pu— g; (— pu) s’annule ainsi 
pour u — 6%, c'est-à-dire pour pu —e,, €», 633; il peut donc se 
mettre sous la forme 


(7) Ap°— &2p — 83 = 4(p —e1)(p —6)(p — 63), 


1 \ 
d'où 
Cm CI men 0, 


| 
EL EST UE ÉS CRETE ER 
4 
Il : 
E162E3 = -, 83° 
185. Invariants. — On appelle 2, et g, les invariants du 


réseau des points périodes u — 2mMm;w,+ 2m. Ces constantes 
en effet sont déterminées par la relation (2) quand la fonction p« 
est connue; elles ne dépendent donc, comme pu, que des sommets 
de ce réseau. 

On nomme ineariant principal ou absolu de pu (ou du réseau 
des points-périodes) la quantité g : 25. Cette fonction, comme 2 
et 23, ne dépend que des sommets du réseau : c’est donc une fonc- 
uon ®(2&,, 202), qui ne change pas quand on remplace 2, 
et 20, par un système de périodes équivalent; c’est-à-dire (n° 181) 
que l’on a 


(8) v(201, 202) = v(2aw; + 202,200, + 2du), 


a, b, c, d étant des entiers assujettis à lunique condition 
ad— bc—=+%i:. 
Mais les équations (6) du n° 175, à savoir 


; i 
Da = 2001100 —— © ——— ; 
(23103 + 2 Ma We )* 


! 
ST [ 
53 — 28 C1 100 RTE ne 5 UT A 
> (2 M 51 + 2 Mao )5 


montrent que 22 et 4, sont fonctions homogènes de w,, &», 


(9) 
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AU NN Le E res “a AE ET ep 
et de degrés respeclifs — 4 et —6; donc, l’invariant absolu 25 : £ 


est aussi fonction homogène de w,, w:, et de degré —12 +19, OÙ 


: , . . 2 Gi i 
zéro : c'est, par suite, une fonction du rapport —— (1). 
2 W 


Si donc on pose 


on aura, par (8), 


20: 2403 + 2002 
; re A RL ae Ve 
AUDE ilocuw),+ 2du) 


2 &) 


En désignant le rapport par o, on obtient ainsi une 


2 GW) 
fonction, évidemment monodrome (?}, (2), qui ne change pas 
ao + b : ; . 
quand on remplace p par =, a, b, c, d'étant des entiers arbi- 
Cp + d 
traires, tels que ad — be — #1. C’est ce qu’on nomme une fonc- 
tion modulaire, parce que, dans l’ancienne notation de Legendre, 
le module #2? joue le rôle de l'invariant absolu : depuis leur inven- 
tion par Hermite, ces fonctions ont donné lieu à d'importants 
travaux, et elles ont été généralisées d’une manière éclatante 


par M. Poincaré, sous le nom de fonctions fuchsiennes où auto- 


morplhes. 
186. Remarque. — Si dans la relation 
DA SD QUE 
on pose 
Durs: 

on à 

ds = ÿi33— Ur Pen 

du an pi ; 


(1) Car, si y9(æx, y) est homogène, de degré zéro, en æ, y, on a, par le théo- 
rème des fonctions homogènes 


n/ ie 
DRM Eye 0; 


. L2 . ? 
c'est-à-dire que le jacobien de #(x, y) et de À est nul. Donc # est fonction 


de (2) 
, Æ 


(2?) Car, d’après (9), 2, et g, ont une valeur unique et déterminée quand on 
se donne les périodes 2w,, 2w,. 
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Ia = pr 
d’où, & et 3, désignant des constantes convenables, 
; dz 
UE Te © 
ET VA — Ga — 83 


On voit ainsi que 3 — pu est la fonction inverse d’une inté- 
grale elliptique w de première espèce (n° 158-159). On reviendra 
sur ce point au n° 204 


IV. — EXPRESSIONS DIVERSES D'UNE FONCTION ELLIPTIQUE. 


187. Une fonction elliptique quelconque /(u), aux périodes 2w,, 
202, peut être exprimée, soit par les fonctions d, soit par les 
fonctions 6, soit par les fonctions p, construites avec les mêmes 


périodes. 
Expression par un quotient de 6. 


. Formule acobi. — Soient, dans un même parallélo- 
188. F le de Jacob 5 t, d parallél 
gramme des périodes, @1, @s, -.., An les pôlés de f(u); b;, 
ba, ..., bn ses zéros. On sait (n° 170 ) que l’on a 


(10) di+ d+...+an= bi+bit+... + b+ w, 
w élant une période. Je dis que 


Ju) g(u—b;)s(u—b3)...o(u—b,—") 
NT PRET ACTES NE 


2 


(11) 


œ 


C étant un facteur constant. En effet le second membre, o(u), 

évidemment méromorphe dans le plan, est une fonction ellip- 

tique, aux périodes 2w,, 2w, : car si l’on change w en u + 2w,, 

25 exemple, il se reproduit, en vertu 1É la formule (14) du 
° 178 (!), muluplié par le facteur 


(— 1)2 et2taru+nwi—b;—-b,—...—b,—w) 


(— 1)” eF2Qilru+n03—-di—- Qu... — An) 


qui est égal à l’unité, d’après (10). 


(!) Cette formule est 


\ 


S(u+2w,) =— guette), 
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La fonction elliptique, o(u\, a d’ailleurs évidemment les mêmes 
pPuique, € ) 

zéros et les mêmes pôles que (uw); elle n’en diffère donc (n° 171) 

que par un facteur constant. CONTE MD: 


Expression par la fonction Ÿ et ses dérivées. 


189. Formule d'Hermite. — Supposons qu’on connaisse, dans 
un parallélogramme des périodes, les pôles a, D, c, .…., b, de f(u), 
et les parties infinies du développement de f(u) autour de chacun 
d’eux : 


AUONEUR EL. Morale 


7 vie dioto ele nt se à. ee 'eUtela vla) slots s + on ele eue /a) see ve 0 tele @le dia ee ae en d'rebeiie, 0 aie 


On aura A 2B, 2. + L,—o;-car la somme des! résidus 
de f(u), dans un parallélogramme, est nulle (n° 167). 


Je dis que 


LT LRO PR SRE et re 
ftu)j= AiG(u—a)—Al(u—a)+...+ Tale l(u— a) 


RE 0 


Ga) ( ( it 
+ LL E(u—l)—..…. DST C1 (u —{) 
\ = const., 
r À LA TR os (NES PIS , . n 
€, Cl, ..., Cat, ... désignant les dérivées successives de €. 


En effet, le second membre, évidemment méromorphe dans tout 
le plan, F(w), est une fonction elliptique aux périodes 2w,, 
209 2 Ccarli Cu, Cu, ... qui sont — pu, — plu, ... sont ellip- 
uques; 2° C(u — a), G(u—b),... se reproduisent augmentés de 
21, Quand on ajoute 2w, à w (!); de sorte que F(w) se reproduit 
augmentée de 2n,(A,+B,;+...+L,), c'est-à-dire de zéro. La 
fonction F(w) est donc bien elliptique aux périodes 26,, 2w2. 


(!') En vertu de la formule (8) du n° 176 


SOUMET 


H. — II. 
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Ses pôles, dans un parallélogramme des périodes, sont mani- 
festement a, b, ..., l; aux environs de l’un d’eux, «a, on a 


E(u—a)— Ra DURE fonction finie pour u = 4, 
! L . : 
C'(u— a) =— —— + une fonction finie pour u = 4 
L (u— a)? | 
k : : (mr)! , : 
Etl(u—a)=(—1)%-1 2 — + une fonction finie pour u = a 
(u— a) 


d’où, pour la partie infinie du développement de F(w) autour de a, 
l'expression 
AS A 4—1 An 


Il 


(u— ax | (u— a)" Ve (ut a) 


On voit ainsi que les deux fonctions elliptiques, aux mêmes 
périodes et aux mêmes pôles, F(u) et f(u), ont mêmes parties 
infinies aux environs de leurs pôles; leur différence est donc une 
constante (n° 171). On déterminera la constante en donnant à w 


une valeur particulière. CACOCME RD 


190. Intégration. — La formule précédente, due à Hermite, se 
nomme formule de décomposition en éléments simples; elle per- 
met de trouver l’intégrale d'une fonction elliptique, car chacun 
des termes du second membre de (12) s'intègre immédiatement ; 


AE .Y _ . PrSus , b 
l'intégrale de Su est logo u, puisque Cu — or L’analogie avec la 


décomposition d’une fraction rationnelle en fractions simples est 


évidente. 


Trois expressions par la fonction p et ses dérivées. 


191. Première expression. — Ce mode d'expression s'obtient 
par une combinaison des deux précédents. 

Soient, dans un parallélogramme, &@;, a2, ..., an les pôles, 
Di, ba, ..., D, les zéros d’une fonction elliptique f(u); on a, 


par la formule de Jacobi (n° 188), 


d(u—b;)s(u—b;)...s{(u—b,;—w) 
S'(u— &G1)...o(u — 4h) 


J(u)=C 


) 
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étant une période telle que 
(13) di+ dt... +an=0di+ bit... +0, + w. 
Si 0 est une constante définie par 
0+a+a+...+an—=o, 
on a, en vertu de (13), 
0+b+b+...+ 0, + w = 0, 


el l’on peut écrire identiquement : 


G'+I UL 


ja tb) UT —] 
J(u)=0G 


[= " Ja, \S(u— ? | 


+1 L 


s(u—a;)..s(u—a;,)s(u—0) 

o'i+ly AS 
est une fonction elliptique aux périodes 2w,, 2w:, en vertu de 
la relation a+ a +...+an+0—o (n°188), et il en est de 
même du numérateur. Revenant au dénominateur, nous voyons 
que c’est une fonction qui admet dans un parallélogramme le seul 
pôle u= 0, avec l’ordre ñ +1 de multiplicité : donc, d’après la 
formule d'Hermite, on peut le mettre sous la forme 


Le dénominateur de f(u), à savoir 


—a+uçu+atu+...+atuu; 


les &æ; étant des constantes. D'ailleurs le coefficient de Cu, à sa- 
voir op, est nul, puisqu'il représente à lui seul la somme des 
résidus de la fonction par rapport aux pôles, et que cette somme 
est nulle (n° 167). Le même raisonnement s'appliquant au numé- 
rateur de f(u), il vient ainsi, en remplaçant C'(u) par — pu, Tu 
par — p'u, elc., 
Pt PRO =EPspuh... pp lu | 
d+apu+aæpu+...+anpli-lu 


C'est là, pour une fonction elliptique d'ordre n, une expression 
par le quotient de deux fonctions elliptiques, linéaires chacune 


MD DU D UND ARE diOroreir te SelNayant un zéro 
commun, 6. 


192. Dsuxième expression. — On en déduit une expression à 
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l’aide de pu et p'u seuls. Car (n° 185) p'u, pu, .… s'expriment 
par des polynomes en pu et p'u; f(u) est done le quotient 
de deux polynomes en pu et p'u, c’est-à-dire une fonction ra- 
uonnelle de pu et p'u. Ainsi : 


Toute fonction elliptique aux périodes 2w,, 2w, s'exprime 
rationnellement à l’aide des fonctions pu et plu qui ont les 
mémes périodes. 


193. Corollaire I. — Deux fonctions elliptiques, f(u) eto(u), 
aux mêmes périodes (264, 2w2), sont liées par une relation algé- 
brique. Car, par ce qui précède, on a 


fu) ="TonCrerat de (Durbnn DA H)=NONCL Dal. de (Dane) 


(ee) 
_— 


p'(u)=4Apiu — gSipu — £3; 


en éliminant pu et p'u entre ces trois relations, on obtient bien 
une relation algébrique entre f(u) et o(u). 

Il est facile de trouver directement le degré de cette relation, 
par rapport à f et ©. Soient, en effet, » et x les ordres respectifs 
des deux fonctions elliptiques f(u) et o{u) : à chaque valeur de 
f(u) correspondent, dans le parallélogramme des périodes com- 
munes, 2 valeurs de w (!), et, par suite, m valeurs (au plus) 
de o{u). L'équation entre f et » est donc de degré m (au plus) 
par rapport à ©, et de degré » (au plus) par rapport à f. 


194. Corollaire II. — Il existe une relation algébrique entre une 
fonction elliptique f( u)et sa dérivée (ut) 


195. Troisième expression. — Revenons à la formule 


k CU Sub w) 
TUE - 


G'(u—œi)...oO(u— dan) 
# 


Soit & une constante définie par 


(14) NA = A+ G2+... + An; 


(!) Car la fonction elliptique f(u) — € a autant de zéros que de pôles, c’est- 
à-dire 7. 
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on a aussi, en vertu de (13), 
(14°) na = bi+b+...+<060,+w, 


et l’on peut écrire 
[© — bb}... (u — by — ® 
— C 


f s'i(u— a) 
[41 — (a = SE 
\ EE | 


GQUEEd) 


Le dénominateur et le numérateur de f(u) sont, d’après le 
n° 188 et les relations (14), (14'), des fonctions elliptiques; elles 
n'ont comme pôle que u = a, multiple d'ordre 2 : donc, en vertu 
de la formule d'Hérmite, toutes deux sont de la forme 


—a+wi(u—a)+ul(u—-a)+...+an fu —a), 
le résidu 49 étant nul (n° 191); et de là résulte pour f(u) l’ex- 
pression nouvelle : 


B+Giplu—a)+B;pu—a)+...+8yipr-D(u—a) 


HOES 


RU EEE la DU NS A os pr (1 Q 
Pet ( 2 fl 


. C’est une formule analogue à celle du n° 191; seulement iei le 
numérateur et le dénominateur sont des fonctions elliptiques du 
même ordre z que f(u) : de sorte que les zéros du numérateur sont 
exactement ceux de f(u), et les zéros du dénominateur exacte- 
ment les pôles de f(«). La constante & n’est pas quelconque, elle 
est définie par (14) ou (14) en fonction des pôles ou des zéros 


de f(u). 


V. — FORMULES D'ADDITION. 


196. Soit 6 une constante. Exprimons la fonction elliptique du 
deuxième ordre de w, pu — pv, par un quotient de &. Les zéros 
de cette fonction sont u = Æ y; ses pôles, le pôle double & — 0 : 
la somme de ces zéros est égale à celle de ces pôles, c’est-à-dire 
que la période désignée par æ au n° 188 est nulle. 

Donc on a 

,T(u—p)s(u+o) 
pu— pr — Co 


g?u 


214 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’'UNE VARIABLE IMAGINAIRE. 
Pour déterminer C, égalons les parties infinies des deux mem- 
L1 L L [ 
bres pour «ü— 0; il vient, puisque pu — + Res etOU— UC, 


I S(—v)op . 
_— Smpiere d’où C=—=— . 
= u? GEU 


On a ainsi 


(15) ir ages nine, 


u 5?6 


formule importante, dont nous allons déduire celles d’addition 


de Cet de p: 


197. Formule d’addition pour &u. — Dérivons logarithmique- 
ment les deux membres de la formule précédente par rapport à w, 
puis par rapport à #3; il vient, puisque la dérivée logarithmique 
de Su est Cu, 


LL 
>) u 
(16) — = Q(u+o)+E(u—e)—otu, 
pu —pyr | à 
, . 
(17) A EU L = G(u+v)—{(u—-v6) —oalr, 
pu —py | £ 


et, par addilion, 


L )U— D P? 
(18) C(u+v)= Cu + Ce + He LH 
2 pu—pe 
C'est la formule d’addition des arguments pour Cu. Par sous- 
traclion : 
Lpu+p'e 


I ((u—v)={(u— {pr += 
(9) ( ) E - 2ODUH—DE 


198. Formule d’addition pour pu. — Dérivons la relation (18) 
successivement par rapport auetàp; il vient 


2 D (UE DE rEe NT Rene RP au p'u(p'u—p'e) 

Woa) Lx | | 2 pu — pe > (pu —pr} 
PH vy ee pe NSP 

2 pu —py BP ONE 


Ajoutons membre à membre, en remplaçant p'u et pe par 
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POTARE : AIT OI À 
6p?— -g2(n° 183), il vienr: 


6 pu — p?e 1 (pu—p'e} 
—2pP(U+e) = pu — pe + = ——2© — - —— ; 
DOFUS PD'É MAD = DE) 


ou, en réduisant, 
! ’ a 
| 5 /p'u — p'v\? 
—92p(u+r)=2(pu+pe) — - met , 
DONNE er 
et finalement : 
pu—p'o\? 


ce ee D j 


a 


C'est la formule d’addition des arguments pour p, symétrique 
en wet ?, tandis que les formules (20) ne le sont pas. 


Remarque. — Les formules d'addition conduisent à celles de 
multiplication ; faisant tendre & vers 6 dans la dernière, on a 


[ 


p(2v)+2pe — r ( 


2 


me) = y (6pr—12,} 
r 


pe p?? 


d’où p(2e). En dérivant, on aurait p'(26); faisant ensuite, dans 
la formule d’addition, u—2v, 3v, ..., on obtiendra p(3v), 
AN RETO) 

De même, la formule (18), où l’on fait tendre & vers +, donne 


{4 


Le 


[2 


(or) = 26re 


199. Cas particuliers du théorème d’addition. — Soit p— + w, ; 
on a, d’après la formule d’addition de pu, 


p(u EÆ way) + pu + LE rie as CP EP 
4 (PU — Ca) Pu—Eex 
d’où 
p(u + wz) ==. 2. pa, ea)tpu le) MOpie fe) 


Pu— ea 
(ea— eg)(ea— ey) 


Er Ce ee 9 
pu — eau 


en tenant compte, dans les calculs, de la relation e,+ eg+e,— 0. 


(!) On trouvera des formules de multiplication plus élégantes dans le 7raité 
d'Analyse de M. JorDAN (Tome IT, 2° édition, p. 280 et suiv.). 
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VI. — LES FONCTIONS Ypu—e, ET snu. 


200. Les fonctions s4(u). — Dans la formule 


o(u+v)o(u—#+v) 


JU— pp = — 
Ù J o?uoc?v 


faisons p — w4, 1l vient 


pts s(u+wy)S (ut — vw) 
(22) pu — eg = — À 


o?us?wvy 
| une / 
Or, d’après la formule (14) du n° 178, à savoir 


S(u+I2wg) =— enalu+0a) cv, 
ODA 


d(u+wg) = oC(u—wWy+2wa) eau ou — wa). 


D'où, en remplaçant dans (22) d(u — w,) par e-?ato(u +w), 


9 [ 1 \ 
; ue S'*(U + Wa) 
29) Ju — eg = e7?au RE ARS 
( J suc? 
ou 
——— NO NUE HE 
(24) Vpu — ex = eat Van 


OU TU 


Le radical Wpu— e, est donc, dans tout le plan, une fonction 
monodrome et méromorphe de u ('); la détermination de ce 
radical que donne le second membre de la formule précédente 


: Le k tar I 
est celle qui, pour & voisin de zéro, a la valeur principale LA 


On pose 
(25) sau = etat CRE (a =1,2,3), 
de sorte qu'on a 
(26) Vpu —ei— ee 


h ———— PORTE ; 
(!) De même la fonction ÿ1— cosu, ou 4/2 sin DPAtel méromorphe. 
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On n'aura pas, dans ce Cours, à faire usage explicitement des 
fonctions du, dou, osu. 

On désigne également par 59(uw) le second membre de la for- 
mule (24); voici quelques propriétés des trois fonctions 649, qui 
interviennent dans plusieurs questions d'Analyse et de Mécanique. 


201. La relation pu — e,= di(u) montre que le carré de la 
fonction monodrome 4, (u) est une fonction paire et doublement 
périodique; donc, si l’on change w en — u ou en uw + Période, 
340 se reproduit multiplié par 1 : il s’agit de lever l'ambiguïté, 
ce qu'on fait aisément en donnant à w des valeurs particulières, et 


; 102 
en se rappelant que, aux environs de 4 = 0, Su(u) = mt 


On établit ainsi les formules : 


S'ao—u)=—5yp(u). On vérifie le signe en faisant u —e, 
(27) {S'aœ(u+2w8) =— Sat). » » U——w8, 
T'aNu+2wWa) = S'aotu). » » U = — dy+ e(l}. 


La fonction 69(u) est donc doublement périodique; ses pé- 
riodes sont 26,4 et 468, 4wy, qui n’en font en féalité que deux, 
puisque 6, + wg + wy = 0. 

Observons enfin que la relation 


p?u—=4(pu—e;)(pu —e)(pu —e;s) 


s'écrit, après extraction des racines carrées, 


DOUTE 2 90 UO 3  S'3qU; 


(!) Voici ce dernier calcul. On a 


d’où, pour u —=—w, +2, 
(o) ge COr PENSE Tr (— w + €) ira du rente): 


# [A8] g. 


En vertu de l'expression (1) de 5,,(u), s,,(w,) =0, et l’on a, en développant 


suivant les puissances croissantes de €, 
N ! k / ou 
mo (oi Re) eg (or), GNU RE EE To QU en 


ce qui montre qu'on doit prendre le signe — dans le dernier membre de (3), 
Ve e te ce nee 
c'est-à-dire le signe + dans ,,(u+2w,)=+s, .(u). 
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IL faut prendre le signe —, car, pour & = 0, la valeur princei- 


23 I 
pale de p'u est — rl celle de chacun des 3,, est cé 


9202. La fonction snw. —— La formule sn uw est une des anciennes 
fonctions elliptiques d’Abel et de Jacobi; on la rattache aux fonc- 
tions pet & par la définition suivante. Posons 


(28) SOU —= VEg— ee —— Lo LAVER 


. Œ ) u 
S'odl DEC 
ee V: es 


D'après (25) la fonction sn x est impaire; elle est elliptique et 


admet pour périodes 26» Ve: — €» et Au, Vei — e:; elle change 


de signe si l’on augmente w de 20, Ve; —e; où 2w3/e; — 02. 
Enfin elle est liée à sa dérivée par une importante relation, qu’on 


va former. 


, (42 
Posons, pour abréger, 6 = —— =; on a, par (28), 
Ci — €2 
( CE — Co 
2 DD — = ———— ; 
9) J 4 sn?u ? 


d’où, en dérivant par rapport à w, 


, I sn‘ 
(30) —— pr ——2(6e — 62) — 
‘ ne sn uw 


- 


Portons maintenant les valeurs (29) et (30) de pv et p'e dans 
l'équation 
po = A(pr —e)(pr—e)(pr —e;); 


il vient, après réductions, 
(31) (sn'u)?= (1— sn?u)(1— k?sn?u), 


étant posé 


Observons encore que, par (28), snu = 0 pour u = 0. 


Remarque. — D'après (31), en posant snu —=3z,ona 


dz © —  —— 
——_— — 7e A2 720 
TA VAT )ÉT EN E 208 
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, A à 
d'où, puisque #4 = 0 pour 3 = 0, 


fe dz 
L = = — 
32)(1— 23°?) 


40 


On voit ainsi que 3 = snu est la fonction inverse de l’intégrale 
elliptique de première espèce mise sous la forme de Legendre 
(Tome I, n° 951). 

D’après cela, les valeurs de snu ne dépendent que de « et 
de Æ; une Table à double entrée, construite par Legendre, les fait 
connaitre. De même les périodes de snu, qui ne dépendent que 
de k, sont données par une Table à simple entrée. 


VII. — DÉFINITION DE px PAR LES INVARIANTS £> ET #:. 


203. On a formé pu en partant des périodes 2w,, 262, et l’on 
a établi la formule 


(1) pu=4pru— gipu—g;—=A{(pu —e;)(pu —e)(pu —e;); 


Lo et 23 élant des fonctions de 2w,, 2w2. 
Inversement, étant donnés arbitrairement les deux invariants 
2 Et Z3, peut-on trouver deux périodes, 2w,, 202, telles que la 
ol pu formée avec ces périodes vérifie la relation (1)? 
A priori, le problème n’est pas impossible, puisque le nombre 
des équations égale celui des inconnues; on va le résoudre en 


donnant les valeurs de 2w,, 2w, en fonction de 2, et 23. 


204. Périodes en fonction des invariants. — Supposons et £; 
donnés ; soit posé 


L'=UT—Saz — Fa —A(z — e)(z —e)(3 63): 


D’après le n° 139, si l’on pose 
da 
(12) U = + 7 


3 est, dans tout le plan, une fonction méromorphe de w, (uw), 
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doublement périodique, c’est-à-dire elliptique. aux périodes 
Ï JuUe, puque, Ï ) 


PL LATE 8 .dz 
(02 DES UD. 20: —19 — >; 20312 — 
ie 


APR JET VZ 


(O1 + &o + w3 = 0); de plus, on a vu que 3 est une foncuon ellip- 
tique paire : elle est d'ordre deux, car (n°159, 2°), à une valeur 


de = — (uw) correspondent, à des périodes près, deux et deux 
valeurs seulement de &w. Enfin (n° 159, 5°), on a 


(4) O(Wa) = Eu: 


Je dis que cette fonction o(w) est identique à la fonction pw 
formée avec les périodes 2w,, 2w,, définies par (5). 

Cherchons les pôles de w(u). 

Observons, à cet effet, que o(u) étant paire, 2'(4) est impaire, 


c’est-à-dire que 


GA U) = nt), d'OÙ pour =), g'(0)=—%"(0), 


ce qui montre que v'(0) est nul ou infini, c'est-à-dire que # = 0 
est un zéro où un pôle de &’(w). Je dis que c’est un pôle. 
Car, en différentiant la relation de définition (2), on a 


dz PAS Fra 


PÉTINE V 


c'est-à-dire, puisque 3 = z(u), 
(>) Qu) =4ei(u)—gie(u)—g3= i[e(u)—e][e(u)—ei|l[o(u)—es], 


d’où l’on conclut que »'(u) ne s’annule que pour (uw) —e,, ou, 


d’après (4), pour 


CAT) D(Wa). 


Celle équation en w, puisque #(«) est fonction elliptique paire 
et d'ordre deux, n’a pas d’autres solutions, à des périodes près, 
que u— + w,, quantités dont aucune n’est zéro ou une période : 
dès lors o’(u) ne s’annule pas pour u—0; u — o est donc un 
pôle de &'(u). 

C'est aussi un pôle de o(w), car la dérivée d’une fonction mé- 
romorphe n’a pas d’autres pôles que ceux de la fonction (n° 132); 
comme ©(«) est paire, le pôle u — 0 est un pôle d'ordre pair, et 
c'est un pôle double, puisque o(u) est une fonction elliptique 
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d'ordre deux. Pour la même raison, il n’y a pas d'autre pôle dans 
un parallélogramme contenant ce pôle. 

Ainsi les pôles de o(u) sont uniquement les pôles doubles 
U = 2, Wy + 2 M0 Wo. 

Cela posé, autour du pôle double # —o, le développement 
de &(u), fonction paire, est de la forme 


CAUSES hey UE (AZo), 


1 \ 
d’où 
(l > A s 
D'(u)=— , +ovu +.. 


Portons ces valeurs dans la relation (5), entre 2(u) et &'(u), 


a ù £ n SV —_— ASE es u ’ pe LÉ PE v S ÈS 

à savoir o?— {% L29 — 83, il vient 
4À2 8 4 3 lu. À 
# ) ru DEN 5 ET 10 ra 5? pr Fr à CES 53 ? 
u° HE u° ut = 


A re n [l 1] 
d’où, en égalant les coefficients des termes en — et dans Îles 


deux membres, 


= OS 


Le développement de o(u) autour du pôle # — 0, est ainsi 


1 
CURE UN dE 


Donc enfin, si l'on considère la fonction pu formée avec les 
périodes 2w,, 202 de o(u), la différence o(u) — pu est une 
fonction elliptique aux mêmes périodes, sans pôle dans un paral- 
lélogramme contenant l’origine et s’annulant pour # = 0 : c'est 
donc une constante nulle, et l’on a bien 2(u) — pu. 

Ainsi : 

Les invartants g2: et g3 étant donnés, les périodes 2w,, 260» 
ont les valeurs (3), c'est-à-dire que la fonction pu formée avec 
ces périodes vérifie l’équation (5) : pu = 4piu — gspu — gs. 


D'après cela, on voit qu'il faut entendre, par p(u, 9», 23), 


HP relidememe pan ol 7s. pa) eo (ur 0 UT: 


(*)sOna, d'apres (2); 
put d= ; 

U = 0, + ee ms ma, (voir n° 186), 

ee, V\ Û 5 


ce qui peut aussi servir de définition à pu. 
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205. Remarques sur les périodes. — Je dis que si g2: et gs 
sont réels, la fonction p(u, 9», £3) admet une période réelle et 
une période purement imaginaire. 

Supposons d’abord e,, 6e», e, réels ete, > e;3>>e:. La période 


ri ds 
(6) SALOPE 
CAT WALZ — ete ae) tee 
est réelle, puisque les limites de l'intégrale sont réelles et que, 
entre z — €, et z — 63, le polynome sous le radical reste posiuf. 


De même la période 


4 TZ 
(0) DO ——_———— 
LA Vite ee C3) 


est purement imaginaire, puisque les limites sont réelles, et que, 
entre e; ete,, le polynome sous le radical reste négatif. 

Ainsi, €, €, €3 étant réels, il y a une période réelle, 2w,, et 
une période purement imaginaire, 2w2, formant un système 
primitif, c’est-à dire telles que la fonction p(u, 2w,,2w2), con- 
struile avec ces périodes, vérifie la relation p'?= 4 p? — gp — gs. 

Supposons maintenant e, seul réel, et e:, e3, imaginaires con- 
jugués : 1l y a encore une période réelle et une période purement 
imaginaire, mais elles ne forment pas un système primilif. 

En effet, si l’on figure, dans le plan de la variable 5, les trois 


Fig. 76. 


points @,, €:, €3, On a 


Es 
: dz 
203 — 2 D 
AR " — 
Je VER — g13 — gs 


l’intégrale étant prise Le long de la ligne droite e,e:; de même 


l'intégrale étant prise le long de e,e 


CHAPITRE III. — FONCTIONS ELLIPTIQUES. 223 

Or, en deux points m et n, situés l’un sur e,e3, l’autre sure,es, 
et ayant même abscisse, les valeurs de 3, celles de dz, et celles 
de V4 — 2:3 — g; sontrespectivement imaginaires conjuguées ; 
2 Sont imaginaires ConJuguées, 


il en résulte que 2w, et 


c'est-à-dire que 
303 — AH BT, 


— 20e = À — Bz. 


Par suite, la période 2653 — 2w,— 2 À est réelle, et la période 
203 + 202 = 2 B£ est purement imaginaire; mais elles ne forment 
pas un système primilif, car les périodes 2 À et 2B% n’entraînent 
pas les périodes (primitives) A+ Bret A — Bc. 


206. Autre forme des formules d’homogénéité. — In vertu des 
formules (9) du n° 185, 


L L 


I : F Ÿ L 
S3 —= 140 


82 = 60 


L 2 ? 
ad (2/03 + 220) )t (2 051 + 220) )6 


changer w, et w: en uw, et uw, revient à changer £, el £, en 


UE IR EE 
ne 82 El ue 83) de sorte que, si l’on pose 


DUO OT O0) =NN OUR La): 


on aura 


I 
pCuu, 2puw, 22) — peu. GE ar gs): 


Dès lors, la première formule d’homogénéité du n° 179, à savoir 


I 
DOC EUU), 2 UD) — ns P Cu; 21, 2Wo )) 
Cr » RL I 
s écril, en posant & — Fe 
À 
2 u À2 )3 » » es %. 
(5) pl =) A8, PS3] = A PU, Sa, gs). 
À 


De même, les deux autres formules d’homogénéité donnent 


[4A . te | 
(9) (Te À? 83, gs) = vai 52) La; 


’ _ 
(10) At PCT ia) = x AU Lo La): 
- À 
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207. Étude de pu pour u, g2 et g3 réels. — 1° Supposons 
d'abord e,, e:, ex réels, avec e; > e3 > e, et soit Q la demi- 
période réelle et positive de pu; on a (n° 205) 


Lx 


C3 C 
2 — ie f Vi xs — RE D, | 
ee. AE 8 2 5 5 


Construisons la courbe y = pu pour les valeurs réelles de w; 
il suffit de faire varier u de — Q à + Q, intervalle d’une période, 
et même de o à Q, à cause de la parité de la fonction. 


— +... part de Ho; pu commence paf 


L2 


POUTINE UE 


décroître. Le minimum a lieu pour w = Q, puisque les demi-pé- 


riodes Q + 24Q sont les seuls zéros réels de p'u. Ce minimum 
est PO — pu, —e,, quantilé positive lorsque e,;, e>, €; sont 
réels, à cause des relations e, He +'e—=0et e, —e; = e,.La 
courbe a la forme ci-dessus. Elle se compose d’une infinité de 
branches identiques. 

La forme de la courbe donne le signe à prendre pour p'u dans 
la formule 


PU = ENMPI = 8: — 83; 


on voit par exemple que, pour & compris entre o et Q, on doit 
prendre le signe —, ce qui donne 


— dpu = VApi— gp — 83 du. 


2° Sie,est réel ete, e; imaginaires conjugués, pu a encore une 
période réelle et positive, 2Q (n° 205), égale à Æ(2w3—2w2); p'Q 
est nul, el l’on a pQ = p(w3+ w2 — 20:) = po, —=e;. La forme 
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de la courbe est donc la même que ci-dessus, Q désignant toujours 
la demi-période réelle et positive. 


208. Remarque. — La forme de la courbe montre que, w crois- 
sant de o à Q, pu décroit, par valeurs réelles, de + à e, : la 
relation 


— dpu 


— du 


Vapu— gipu — 83 


donne alors, par intégration entre les limites correspondantes 
o et Q pour u,æele, pour pu, la formule 


(11) 0 AR ee à 


expression générale de la demi-période réelle et positive, lorsque 
9» et ga sont réels. 


6» 
_ 


H. — Il. 


QA 
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CHAPITRE IV. 


APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLCIPMIQUES: 


I. — CALCUL DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 


209. L'importance des fonctions elliptiques dans les applica- 
tions provient surtout de leur usage pour le calcul des intégrales 
elliptiques qui dépendent de la racine carrée d’un polynome du 
troisième ou du quatrième ordre. La forme de ces intégrales est 
(Tome, n° 241,245 et suivants) 


RE UET) 
pete 
J Q(x)VX 


Pet Q étant des polynomes en x, et X un polynome du quatrième 
ou du troisième degré. 

Si X est d'ordre quatre, on le ramènera à l’ordre trois par 
un des procédés indiqués au Tome I (n° 247-250), et cela sans 
introduire d’imaginaires, si les coefficients de X sont réels. 


210. Intégration. — L'intégration des différentielles elliptiques 
se réduit ainsi à celle de l’expression 
P(xz) dx 
(62) GPA U LE 
Q(z) /X 
où le polynome X est du troisième ordre : soit posé 
X= ag +br+cz + d. 


On fera disparaitre le terme en x? par le changement de variable 


b 
Dh À — — 
4 3a’ 
À étant une constante que l’on prendra généralement égale à +1. 
mais qu'il est parfois utile de laisser indéterminée pour simplifier, 
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plus tard, les formules. Le polynome X devient ainsi 
D 3 3 : é ; (#/ À3 / à : 
AY +MyY + nn = Lu (4 y3 — PLUS £3) 
> et g3 élant des constantes; on a alors pour l'intégrale proposée, 
en ayant soin de choisir le signe de À de manière que @}* soit 
positif, une expression de la forme 
en) dy | 

f 2 

AC VE EE EST 


(2) 


R(y)et S(y) étant des polynomes en y. 

En appliquant la méthode de réduction indiquée au Tome 1, 
n° 241-243, on ramène cette intégrale à une partie tout inté- 
orée, et au calcul des trois intégrales de première, seconde et 
troisième espèce (Tome I, n° 245), à savoir 


TE dy Î y dy 
e Viry  _— LV — L3 Vi73— &2Y tir 


L 


J dy 
res a)V4 sde 0 om l À 


On effectue l’intégration en faisant, dans les trois intégrales, le 
changement de variable 


JY = pu, £a &3) 
d’oi 
OU 


dy = p'udu =ÆEV4piu — gspu — g3du; 


le radical, qui se trouve alors en facteur au numérateur et au déno- 
minateur, disparaît, et les trois intégrales deviennent 


d fs 
T = | du = u + const., 
3 


d 
VE = vudu=—tu+ const, 
< AE ee 0 dm 


: dy = f du 
1! on pur tar 


(y — a)VAyi— 829 — 83 


4] 


Pour calculer cette dernière, posons a = pc, c étant, comme 4, 
une constante; nous avons, d'après la formule (15) du n° 197, 


I I 
ne = — AL C)—E(u—c)—2ûc|], 
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d’où, en intégrant, 


du I 
ER =— —— [logs (u+c)—logs(u—c)—2aulc]+ const. 
pu—pce p'e Ë 


Le problème de l'intégration des différenuelles elliptiques est 


donc complètement résolu. 


211. Remarque I. — Il arrive souvent que les racines du poly- 


nome X sont en évidence : 


X—A(T—a)(x —; 


On fera alors, conformément à la méthode ci-dessus. 


d'où 


étant posé 


L( it) 
SNS ES rot 


d 
1e ap + 
AS es ol Om M Na 
\ . J 


À 
fi a+p+ 
ÉTEENT—= Y — F« * 
: À til J ) 


el l’on effectuera l'intégration en posant ensuile 


Y = P(us' eos ep, Ey} 


L4 L4 


C’est la méthode générale; seulement on introduit les racines e, 


au lieu des invariants 9 et 23. 
C 


Remarque II. — l’our calculer l'intégrale générale (2), 
se R(Yy) dy 
2 
S(y) VAVÈ— 82) Sans 3 


il n'est pas nécessaire de la décomposer en intégrales de première, 
seconde el troisième espèces, par la méthode du Cours de première 
année. En y posant directement y — P(u, 2, &3), On est rament 
R(pu) 
S(pu) 


ion elliptique : on applique alors la méthode d’'Hermite, par la 


au calcul de du, c’est-à-dire à l’intégration d’une fonc- 


décomposition en éléments simples. 
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212. Autre méthode. — On peut intégrer les différentielles 
elliptiques d’une autre manière, sans avoir besoin de ramener à 
l’ordre trois le polynome du quatrième ordre X. 
Cherchons d’abord la formule qui donne l'expression, en élé-. 
ments simples, de la fonction elliptique ‘7 (uw) définie par 


A(u)=(pu—pa)[p(u+a)—pa|], 


a désignant une constante. Chacun des deux facteurs de (u) a 
un pôle double («4 —o pour le premier, u = — «a pour l'autre) 
qui est zéro simple de l’autre facteur : (uw) n’a donc que deux 
pôles, simples, & = 0 et u = — a. Autour du pôle w—=0o,ona 


\ 


I D / ! Ù LEA 
x(u)= (= —pa+ciu?- = )(pe+ Up ah. —pa)— ne PATENT 


Le résidu est donc p'a; pour le pôle u = — a, le résidu est 
— p'a, car (n° 167) la somme des deux résidus est nulle. La 
formule d'Hermite (n° 189) donne alors 


x(u)=paliu—{(u+a)+cCl]. 


On détermine la constante C en écrivant que (a) est nul, d’où 


’ 


d’après l'expression de (24), du n° 198, Remarque. Donc 


k Ta 
X(u)=palluria—i(u+a)]+ Pl 4, 


ou encore, d’après la formule d’addition de € (n° 197), 


! | 

Du I 
+ — D &. 

pu—pa 54 


. ; COUPE 
(5) A(u)= spa 


Cela posé, cherchons la relation algébrique (n° 193) qui existe 
entre les deux fonctions elliptiques de w, ®(u)etz(u), définies par 


I pu—pa 


; [pu—p(u+a)], o(u)=— ous 


À et & étant des constantes. On peut écrire, d’après la formule 
d’addition de p, 


p(u)=pu+pa+p(ut+a); v?—3pa=(pu—pa)+{p(u+a)—pal]. 
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D'ailleurs 

Ad(u)=(pu—pa)—[p(u+a)—pal], 
et par suite 
A242=(02—3pa)—4{(pu—pa)[p(u+a)—pa]=(e—-3pa)}—4y(u); 


finalement, en remplaçant -/ w par sa valeur (3) ci-dessus, à savoir 
lé [ 1 
— pao(u)+ -P a; 


nous obtenons la relation cherchée entre o el d t 


Û !, / 
(4) ren lo pare None 


> p’a}, 


après substitution à 2 p'a de sa valeur, 12p?a — g2 (n° 183). 


213. Soit maintenant un polynome du quatrième degré, X(x). 
brivé du terme en x, 


X — 00(2t +4 GMT? + 4 M3X + mi), 


je dis qu'on pourra exprimer x et VX en fonction elliptique 
d’un paramètre u : 1l suffira d'identifier la relation 


(HEC = do(X' + GMmx? + 4 M3T + M), 


avec la relation (4), ce qui se fait en posant 


T : 
are SN QT = 
Hi ou), VX = Vu), À= —; 
V %o 
PA —=— Ma. p'& = Vn;:, £2—3p°'a = my. 


On en déduit 


Da = LE CONTE, 


et, pour obtenir g,,1l suffit d'exprimer que pa et p'a vérilient fa 
relation classique entre pu et p'u, ce qui donne 
La=— M; — Mi + Mali. 


Donc enfin : 


Etant posé VX =Va(x + 6m:x?+ 4 m3 + nu), on exprt- 


mera x et VX en fonction elliptique d’un paramètre u par les 
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formules 


MR, pPu—pa PIN SRE le 45 | 
CAE « PRE G me ge ; HE VX = Vao[pu p(u+a)|, 


les fonctions elliptiques introduites ayant pour invariants 


L2= M,+ SM, L3= Ma My — Mi — Mi, 


el a désignant une constante, définie par les relations com- 
patibles pa—=—m;:; p'a— ms. Il n'est pas nécessaire de 
connaître &, qui, dans les expressions de x et de X, n'intervient 


évidemment que par pa et p'a. 
dre 


JAOICS 


n'aura qu'à \ remplacer x et VX par leurs valeurs ci-dessus en «. 


Cela fait, pour calculer l'intégrale elliptique 


Quant à dx, comme on a 


! ! 
1 pu—p'a 
E(u+a)={iu+ia + — RAS LR 
2 Pu—pDa 


=CutCAahT, 
on en déduit, en dérivant par rapport à «, 


dx VX dx du. 


de Lx 


de sorte que l’intégrale proposée devient 
Ù I pu —pa\ 
rer) 
Va: 2 PUu—Ppa , 


R désignant la fraction P : Q, et l’on est ramené à intégrer une 


fonction elliptique, ce qu’on fera par la méthode d'Hermite. 


IT. — COURBES DE GENRE UN; CUBIQUES PLANES. 


214. D'après le Tome 1, p. 259, les coordonnées d’un point 
d’une courbe de genre un peuvent s'exprimer rationnellement en 
fonction d’un paramètre æ et d’un radical YX, portant sur un 
polynome du quatrième degré en 4. 
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Si, dans ces expressions, on remplace + et Y/X par leurs valeurs 
en fonction elliptique du paramètre & (n° 213), on voit que : 


Les coordonnées d’un point d’une courbe de genre un peuvent 
s'exprimer en fonction elliptique d’un paramètre. 


Les intégrales abéliennes appartenant à une courbe de genre un 
sont réductuibles (Tome I, p. 259) à des intégrales elliptiques; on 
sait donc les exprimer par les fonctions p, 6 et &. 

Nous n'insisterons pas davantage sur les courbes de genre un 
en général; mais nous étudierons avec détails le cas particulier 
des courbes du troisième ordre. 


215. Cubique plane. — Dans le cas de la cubique plane, on 
peut, pour trouver l'expression elliptique des coordonnées d’un 
point, procéder comme :l suit. 

Une cubique plane admet, comme on sait, des points d’inflexion 
(9 en général) : prenons un de ces points pour origine el la tan- 
gente en ce point pour axe des x; l'équation de la courbe sera de 
la forme 


(1) Axë+ By + Cyr 5 Dy3+<oy(ax + 8y)+y—=o, 


car y doit être en facteur dans les termes du second degré. 
En posant 


l x 
(2) sl mir ês 
14 DA 
la relation précédente s'écrit 
(n+ai+B}=— A+ (a2— B)E2+ (228 —C)E + 82— D. 


Posons encore 
(3) EmX+n, 


m étant pris de telle sorte que le coefficient de X3 dans le second 


membre soit 4, et n de telle sorte que le coefficient de X? dans ce 
sécond membre soit nul; on aura 


(4) [n+a(mX+<n)+8s = 4X3— 93X = gs, 


g2 et ga désignant des constantes. 


— 
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On peut alors poser 
X = P{ U, Sa, S3); 
…. ; d n'a: » { / \ 
ce qui donne, par (4), 
n+a(mX+n)+68—= pur, 
d’ot te | 
où 
Nn=pu+Apu +1, 
# £ V2 NE 
À et pr étant des constantes. Remontant, de Xetr,à5,æety,ona 


[ ll c |  mpu+n 
res = D BYE = AMEN) = ui - 
Pu+HAPuU + 5 ï PUF ADUEUNX 


» 


On a ainsi exprimé x et y en fonction elliptique du paramètre w; 
ces formules sont comprises, comme cas particuliers, dans les 
suivantes, où les deux dénominateurs sont les mêmes : 


(5) | ap'u +$pu+y z'pu+$pu+y 
= ; ; tee RE TR ES 
( apu+bpu+c 4 apu+bpu+ce 


les 2, 4, a, ... désignant des constantes. 
Observons qu’à une valeur & du paramètre et aux valeurs 
u + Période, correspond, par les formules (5), le même point æ, y. 
Inversement, je dis que la courbe représentée par les deux 
équations (5), & étant un paramètre variable, est une cubique. En 
effet, une droite quelconque, Ax + By + C— 0, la coupe en des 
points dont les arguments & vérifient l'équation 


A(ap'u+fpu+y)+B(xpu+...)+C(apu+...)=0; 


le premier membre de cette équation est une fonction elliptique 
d'ordre 3, car elle n’admet, à des périodes près, que le pôle triple 
u—=0; elle a donc trois zéros : la courbe étant ainsi coupée en 
trois points par une droite quelconque, et étant d’ailleurs algé- 
brique (n° 193), est d'ordre trots. CSOM END. 


216. Propriétés géométriques. — D'après cela, les arguments 
U, U>, u3 des trois points où une droite quelconque rencontre la 
cubique (5) sont Les zéros d’une fonction elliptique d’ordre troës, 
admettant le pôle triple w —o; donc on a, pour trois points en 


ligne droite (n° 170), 


U + U + U3 = Période. 
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Inversement, si les arguments w,, us, 3, de trois points de la 
cubique, vérifient la relation w, + us + u3= Période, ces points 
sont en ligne droite : car la droite menée par w, et w: coupe la 
cubique en un nouveau point w' tel que u,+u;+ u! soit une 
période ; on aura donc u3= u'+ Période, c’est-à-dire que le point w’ 
coïncidera géométriquement avec 43. 

De même, pour que six points &i, Us, -..,Ug SOient sur une 
conique, il faut etil suffit que 


Uj—+ U2+...+ us = Période. 


De là se réduisent de nombreuses propriétés géométriques. 

Par exemple : S£ trois couples de points d’une cubique sont 
sur une conique, les trois droites correspondantes coupent la 
cubique en trois nouveaux points qui sont en ligne droite. 

Car si wi, U,3 We, U,; Us, u, sont les points des trois couples, 
les troisnouveauxpointssont —{(u,+u"), —(us+u), —(u3+u,) 
el l’on a bien | 


— (U+Ui + Uk Us + U3 + u,) = Période, 


puisque les six points primilifs sont sur une conique. - 


217. Corollaires. — On peut supposer que la conique se réduit 
à deux droites, d’où un corollaire facile à énoncer; si les deux 
droites sont confondues, on a celte proposilion : 


Trois tangentes à une cubique, dont les points de contact 
sont en ligne droite, coupent la courbe en trois nouveaux points 
qui sont aussi en ligne droite. 


918. Points d’inflexion. — En un point d’inflexion w passe une 
droite (la tangente) qui coupe la courbe en trois points confondus 


avec 4; donc 

3u — Période, 
d’où 

2 My y + 2 Mo (Do 


= 


3 


204, 202 désignant les périodes des fonctions elliptiques intro- 
duites, et »,, m, des entiers quelconques. 
Il ya donc neuf points d’inflexion, obtenus en donnant à m,, m2 
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les valeurs o, 1, 2 : car aux valeurs m,, m: et mi + 3h, mo + 3k 
correspond le même point. Soient (m,,m2:)et(m", m,) deux de 
ces points; la droite qui les joint coupe la cubique en un nouveau 
point qui est aussi d'inflexion, car son argument est 


— 2m + Mm)0i—2(MI+ MS) 


Les points d’inflexion sont ainsi, trois à trois, sur des droites, 
dont 1l passe évidemment 4 par chacun d’eux. On a ainsi, en 
tout, 9x 4 = 36 droites, dont chacune est comptée trois fois : le 


À 36 
nombre des droites est donc = — 12. 
I 


219. Tangentes issues d’un point. — Les arguments des points 
de contact des tangentes menées à la cubique par un de ses points u 
vérifient Péquation 


20 + u = Période, 
ou 
[44 RENE 
p =— — + — Période. 
2 2 
Il y a quatre demi-périodes distinctes aux périodes près, savoir 
0, ©, Oo, &3; donc quatre tangentes. 
La droite qui joint deux quelconques des points de contact et 
selle qui joint les deux autres se rencontrent sur la cubique; car 


. - . [42 [42 
droite qui Joint les points — — El — : US: coupe encore la 
2 
2 + . 5 BIS U 
cubique au point &u—w,, et la droite qui joint en ELU 
[42 - . - 
ae “Hioaila COUPE au point 4 — We — W3, C'est-à-dire # + w, 


ce point est le même que le précédent puisque la différence 
HU + wi — (u — w,) est une période, 2w1. 

On détermine ainsi trois nouveaux points de la cubique # +, 
HU + ©», u + w3; les tangentes en ces points et la tangente au 
point primilif w se coupent en un même point, situé sur la courbe, 
d’argument:— 2 w, etc. 


220. Différentielles abéliennes. — Pour une cubique f(x, y)—0, 
æ et y élant des fonctions elliptiques d’un paramètre w, toute 
différentielle abélienne, F(x, y) dx, où F est rationnel en x et y, 
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prend la forme o(u) du, e(u) étant elliptique. On peut done lPin- 
tégrer par la méthode d'Hermite. 


Exemple 1°. — Les intégrales 
: dx dx 
| Peu 
7 (a+ ax?+ br +c); * (ax3+ax?+ bx+c) 


se ramènent aux intégrales ellpuques : car en posant 


(6) Pi=ai+ ax?+bx+e, 


EURE dx AA re ! 
elles s'écrivent f T, Î PL elles sont donc abéliennes relative- 


ment à la cubique (6). Pour les calculer, il faut exprimer Îles 
coordonnées æ et y d’un point de (6) en fonction elliptique d'un 
paramètre; or, en décomposant le second membre en facteurs, 
Péquation (6) s’écrit 


(7) FYIi=(x—4)(x — BY(T=—Y), 


et un point d’énflexion de cette courbe est en évidence, le 
point y —=0,x—a, où la tangente est la droite x —a—0"#la 
méthode du n° 215 s'applique alors sans difficulté. 


ÆEzxemple 2°. — L'aire comprise entre un are de cubique, les 
deux ordonnées extrêmes et l’axe des x a pour expression 


fr dx; 


on saura donc la calculer par les fonctions elliptiques. Il en est 
de même de l’aire comprise entre un arc de cubique et les deux 
rayons qui vont de l’origine des coordonnées aux extrémités de 
cet arc : elle a en effet pour expression 


: | (ædy — y dx) — = ay — | y à, 


car l'aire du triangle qui a pour sommets l’origine et les points (x, y) 
” l « 
(x + dx, y + dy) est à (x dy — y dx), en valeur absolue. 


À uitre d'application, considérons une cubique dont les asymp- 
totes sont concourantes à l’origine, et inflexionnelles : prenons 


Ch À 
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pour axe des y une de ces asymptotes; la cubique a pour équation 


; fe 
x(y?+2ary + br?) = 4c ou (y+az}+ka= =. 
1 


. ] . . 
Faisons x = -; 1l vient 
6 


€ 2 — ca NES RTE 
(yE+a}= ct k= cit 8), 


s 


Zs> élant égal à Æ:c. Sidoncon pose 


TRS 


= p(u,0,g3), 
on atira 


yEt+a=vep'u; 


d'où 
I Vo pu a 
SR 2. EME NUE 4 
pu : pu 
et 


xd} y dr =x°d (7) — ve Dit du 0 Ve du, 


pri 


. I .. . . . 
puisque pu=Opu-—-g:, el quici g:—0. L'aire comprise 


entre un arc de cubique M, M, et les rayons qui vont de l’origine 
aux points M, et M, est donc, si l’on désigne par w, et u, les para- 
mètres elliptiques de M, et M, sur la cubique, 

Ua 


3 Ve f du = 3Vc(u;— uw). 


it 7 


On obtient par la une interprélalion géométrique du paramètre 
elliptique &w, et le théorème sur les arguments de trois points en 


ligne droite (u, + ux + u3—= const.) s’énonce ainsi : 


Soit une cubique à asy mptotes distinctes, tnflexionnelles et 
concourant en un point O; une droile la coupe en trois points 
M,,M,,M,:s1 la droite se déplace d’une manière quelconque, 
les aires balayées par les rayons vecteurs OM,, OM, OM, ont 
à chaque instant une somme algébrique nulle. 
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III. — PENDULE SIMPLE. 


991. Une des applications mécaniques les plus simples des 
fonctions elliptiques est l’étude du mouvement du pendule. 


999. Loi du mouvement. — Soit o l’angle que fait, au temps 

Î O ) P ) 
la tige OM (Ag. 8) du pendule avec la verticale dirigée vers le 
bas; à l’origine du mouvement, alors que l’angle © était égal à »,. 


Fig. 78. 


A 


on à abandonné le pendule sans vitesse initiale. La longueur de 
la tige étant let l’accélération due à la pesanteur étant g, l'équa- 
uon du mouvement est, d’après la Mécanique, 


l Mo À 
— = — SInQ. 
g ut? 
RS do ENT 
Mulupliant les deux membres par —> et intégrant par rapport 
dt 9 


à t, on obüent 


I l do \2 
— — | —-) = COST — COS), 
DATE 


: do 
puisque, pour © —%,, la vitesse, Le? est nulle. 


i 


Cette équation s'écrit 


2 do 
(1) / nl um — : 
+ ÿcoso — cos® 


Le second membre se ramènerait à la différentielle elliptique 
de première espèce en posant cos = x; nous arriverons à un 
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(do) 
D 


résultat plus simple en prenant pour variable tang-<, ou mieux 
5) 
Dh — è ; TPN 
co +, qui en est une fonction linéaire. Posons donc 


MU 
COLE: 
2 


d’où 


I 5 BR Q 
sde (i+ cou PE) = du, do = — ,- 
DUR ) : Dr 


D'alleurs on a 


COSY — cos (po — © — vo) = COS(%0—0) COS 29 + Sin ( Dp—6) sin GIE 
et, en utilisant les formules qui donnent sinw et cosu en fonction 


DE 
de cot—; on trouve 


4] 


LI 2T 


Sin Do. 
l 


TA 


Portons ces valeurs de de et de cos dans l'équation (1); celle-ci 


devient 


| A 8 25 dt — : 2 
l Vati+x?)(æsin ©o— COS So ) 
(2 ‘ 
> dx l 


— £ D 
| V2(z + à) (æ—1)(x — cotwo) ysin®o 


et le dernier membre est une différentielle elliptique en x. Pour 
la réduire à la forme normale, posons (n° 211), 


T = y + + coto0: 
d 
il vient 
Ce 
Vsings V4(Y —e1)(Y —€2)(y —es) 


étant posé 


? 


5 I : [l 
NES COL 20; Ca = ll — MU CR SANT 


IN 


Faisons maintenant, dans (3), y — p(u, e,), nous avons 


PE 2 NE pad LE 


Sa 1oe ne —— — —— ! ET 
l Vsinss PU Vsins 
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o SInG 
us (/ rc: 
4 L 


d’où, en remontant la série des calculs, 


coupe + p(4/ Er c) 


Pour déterminer la constante C, observons que, pour £— 0, 


et, en intégrant, 


9p=— © 


L 
Dan 1 à COL ER 


L 


\ 


» est égal à v; COL TER = est donc infini, ce qui exige que pC 
soit infini, ou que © soit une période de pu. L'équation (4) 


s'écrit alors 


= POUrE 2 / 2 sin TE 4 e. 
107 col — 3 COUP + p \/ s 
2 


4 


elle donne l’angle ven fonction du temps {. 


£g Sins 
Al 
par #; lorsque e croît de o à la demi-période réelle Q, pv décroit 


223. Discussion. — Désignons, pour simplifier, 


[d) L4 A A À [ 
(n° 207) de +æoàe,; cot HT décroit donc de + à 3 COLPo es, 


c'est-à-dire à cotw,, et par suite l'angle © décroît de ©, à —e,. 
La demi-oscillation s'obtient donc en faisant varier £ de o à 
TUE 
\ &SNoo 
Si l’on continue à faire croître v de Q à 2Q, pe, et par suite +, 
repasse en sens inverse par les mêmes valeurs, de sorte qu'aux 
valeurs # et 2Q — y corresponde une même position du pendule. 
Pour 6 — 20, le pendule revient au point de départ. 
La durée de l’oscillation complète, T, est donc égale à 


A l 
T = 2 d: Q, 
£ Sin 0 


el, pour Q, on a la formule (11) du n° 208, 


rai EM dy L dx 
— — ET = - , 


VIP —e1)(y — 62) — es) Veug, VéCa?+)(æ — cote) 


cn posant toujours V=X— + COL Po. 
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IV. — THÉORÈME DE PONCELET. 


224. Euler avait observé qu'on ne peut, en général, inscrire à 
une circonférence donnée un triangle, qui soit en même lemps 
circonscrit à une autre circonférence donnée au hasard : le pro- 
blème pourtant semble possible & priort, le nombre des inconnues 
étant égal à celui des équations. Euler a également établi que, s’il 
existe un pareil triangle, il en existe une infinité d’autres. Pon- 
celet a donné à la Remarque d'Euler une extension célèbre que 
Jacobi a ensuite rattachée à la théorie des fonctions elliptiques. 
À ce point de vue, nous déduirons le théorème de Poncelet du 
lemme suivant. 


225. Lemme. — Soil S une conique; les coordonnées carté- 
siennes d’un de ses points peuvent, comme on sait, s'exprimer en 
fonction d’un paramètre ou argument £, sous la forme 


ait+ bit+c: Go l2+ bat + Co 


EDIT Us RG DT TOR 


(5) Hi 


les a, b, c étant des constantes. À une valeur de £ ne correspond 
qu'un seul point de la conique S; inversement, à un point de la 
conique ne correspond qu’une valeur de & : par exemple, & peut 
être le coefficient angulaire de la droite qui joint le point x, y à 
un point fixe de la conique. 

Les équations (S) ne changent pas de forme si l’on y remplace t 
par une nouvelle variable 4, définie par 


a0 + OL -EIE 
(1) Le RE 
; 70 + à Ya 


4, $, y, à étant des constantes. Soient alors to, 1, to, € les-ar- 


guments & de quatre points quelconques de S; eç, e:, e», e, les 
valeurs de 4 qui leur correspondent par (1); je dis que je puis 
choisir «, 6, y, à de manière que eç$ = et que e, +—e>+e;—0. 

Il suffit pour cela de prendre, pour relation (1) entre £ et 0, la 


relation 


I ? 
(2) 0 — TETE + h, (/ étant une constante), 


H. — If. 16 
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de sorte que €, sera bien infini, et de déterminer ensuite L de 


manière que l’on ait 


(9 A4 DA 
3 BR pe PERRET 
1—— L9 2 — to 3 — do ; 


L 


carter ILE GIE 
1— Lo 

Ainsi, et c’est ie Lemme que nous avions en vue (!), on peut 
représenter paramétriquement une conique par des équations de 
la forme (S), de manière que les arguments, 0, de quatre points 
donnés (quelconques), A4, A4, A, À,, sur la conique, soient res- 


peclivement æ et trois quantités de somme nulle (e;, 6», e3). 


226. Posons maintenant, dans les équations (S), où l’on a écrit 
6 à la place de z, 

DE POuEReE En 

En vertu de cette relation et des équations (S), à une valeur 
de pu correspond un seul point de la conique S, et à un point 
de S, une seule valeur de pu, c’est-à-dire deux arguments ellip- 
tiques w (à des périodes près), égaux et de signes contraires. En 
d’autres termes, une valeur de & donne un point de la conique, et 
à un point de la conique répondent deux arguments, +u el —u: 
bien entendu les arguments w + Période donnent le même point 
que &. 

Cela posé, soit c une constante donnée quelconque; étudions 
l'enveloppe de la droite qui joint, sur la conique $, les deux points 
d'arguments uw et c — u, c’est-à-dire deux points dont les argu- 
ments elliptiques ont pour somme c : celte enveloppe est algé- 
brique, puisque p(c—u) est fonction algébrique de pu (n° 198). 

Par un point deS, d'arguments 4, passent évidemment deux, 
ct deux seulement de ces droites, à savoir celles qui joignent res- 
pectivement ce point aux deux points Cu; l’enveloppe des 
droites considérées est donc une courbe de seconde classe, c’est- 
à-dire une conique, T”. Il est facile de trouver les quatre points où 


(!) On vérifieimmédialtement, à l’aide de (2) et des expressions e, = ———— +}, .…, 
qu'on à, en désignant par À une constante, 
dt à Æ dû 
VÜi—t)(t—t)(é— lt) (E— l;) Le V(8 eV ET Es) (Ü—e;) 
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la conique S est coupée par TL’: soit « l'argument de l’un d’eux; 
les deux tangentes menées à T par le point u doivent coïncider, 
et, comme elles joignent respectivement w aux points c+ uw et 


c — u de la conique S, il faut que ces deux derniers se confondent, 
c'est-à-dire que l’on ait 


CHu=t(c—u)+ Période. 


On doit prendre le signe +, sinon on trouverait pour €, qui 
est donné arbitrairement, une valeur particulière (c —+ Période); 
on aura donc 24 — Période, et, par suite, en appelant 2w,, 2», 
23 les périodes de p(u,e,,e:,e3), on obtient les quatre solu- 
tions 

WU 0 WI. Us, Wa (+ Période). 


ce qui donne 


pu, c’est-à-dire 0, 0,61 és les. > 1295935 


) ] 
) » 322 55 » 


) 


) Ÿ RD ORON SOU SET 


Les quatre points cherchés sont donc les quatre points donnés 


o 


7 ) 


) ) 


primitivement, À 5, Au, À>, À3, sur la conique SE A point À: 


(pu = où u — 0), la conique T’ touche, d’après ce quil préc de, 
la droite qui joint ce point au point d’argument c. 

On trouverait évidemment la même conique T’si l’on changeait 
c en —c, car les points — cu, coïncident respectivement 
avec les points cu. 

Ainsi : Soit S une conique pour laquelle les coordonnées 
cartésiennes d’un point s'expriment par des quotients de poly- 
nomes du second ordre en pu, les deux dénominateurs étant 
les mêmes : les droites qui joignent sur cette conique deux 
points dont les arguments elliptiques ont une somme (ou une 
différence) (*) constante c enveloppent une conique T'; toutes 
les coniques 1’, obtenues ainsi en faisant varier la constante c, 
coupent S en quatre mêmes points, qui sont ceux d'arguments 
elliptiques 0, wi, &2, &3. 


9297. Réciproquement, considérons les coniques T qui coupent 
en quatre points, A5, A1, À», À, une conique S, représentée 


(') Au lieu de la somme, on peut dire la différence, puisque les arguments 
elliptiques ne sont définis qu’au signe près. 


) 
OR ETES AN © 


€ 


o 
€ 
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paramétriquement en £ par des équations du type (S) : intro- 
duisons, à la place de #, un paramètre 0, lié à £ par une équa- 
tion (2), de manière que les arguments 6 de À5, A, A», A; 
soient æ et trois quantités de somme nulle, e,, 6», e3 : si l'on 
pose 0 — p(u,e:, 62, e3), je dis que chacune des coniques T sera 
l'enveloppe des droites qui joignent sur S les points d'arguments 
ellipuiques uw et c—u, © élant une constante convenablement 
choisie. 

Soit, en effet, T la conique considérée ; prenons pour Æ c l’ar- 
gument elliptique du point où la tangente menée à T'au point À, 
(qui répond à Ü= pu =, c'est-à-dire à uw — 0) coupe de nou- 
veau la conique S : l’enveloppe correspondante est (n° 226) une 
conique T’, qui passe, comme T, par A,, A, A2, A, et qui touche 
en À, la droite joignant ce point au point d’argument c, c’est- 
à-dire qui a en A, la même tangente que T; il en résulte immé- 


<'Uiklément ! que Lécoincitétayec Lu (tnt Ce V0. Es ED: 
2928, Téécrème de Poncelet. — D'après cela, étant données 


deux coniques quelconques, S et T, on peut représenter paramé- 
“triquement S, en fonction d’un Trou pu, de telle sorte que 
les tangentes menées à T par un point arbitraire de S, d’argument 


(!) Ce théorème peut recevoir la forme suivante : Soient u' et u” les argu- 
ments elliptiques des deux points où une tangente de T coupe S; on a 
du'+ du"= 0, quand on passe de cette tangente à la tangente infiniment voi- 
sine. Or, on a posé 0 = pu, d'où d8 = p'u du, c’est-à-dire 


d® 
Vi(O—e)(B—e,)(8 —e;) 


OUI = 


ce qui donne 


dÔ' do" 
me 0: 


VAT — 8) (0 —e)(U—e) Ve) (0 —e,)(8"— 6.) 


Revenant de Ô à l’ancienne variable #, on obtient ainsi, d après la Note du n° 225, 
la relation 


ta . dt” 
VE MP TT LE 4 D ANTON Es) DEN TEMPS ANR SE or TR 


10) 


t' et £” étant les arguments des deux points où la conique S est coupée par une 
tangente quelconque de T, et £,, £,, €, €, les arguments des points où elle est 
coupée par T. (Voir une démonstration directe de ce théorème au n°289, Note.) 


€ 
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elipuique Æ w,, coupent de nouveau S respectivement aux points 
d'arguments c + w,, ou encore w, Æ c, c désignant une constante. 

Prenons par exemple la première langente, celle qui coupe de 
nouveau S au point &», tel que 


5 = UF 0: 

La deuxième tangente menée de uw; à T coupe S en un nouveau 

point w3, tel que 
Us Us FOUR OC, 
et ainsi de suite. On obuüent de la sorte sur S des points d’argu- 
ments 
UP EU SC QUE 20, UE C, OH QU IC, 

formant les sommets successifs d’une ligne polygonale dont les 


côtés touchent T; pour que la ligne se ferme, avec n côtés, 1l faut 
que le (7 + 1)°"€ sommet coïncide avec w,, c’est-à-dire que l’on ait 


(4) u+nc = u;—+ Période (1), 


d’où 
nor Pérour: 

Cette condition est indépendante du point initial w,; si elle est 
vérifiée, la figure polygonale se fermera toujours, quel que soit 
le point de départ, sinon elle ne se fermera jamais. 

Donc : 


Deux coniques étant données, il n'existe pas, en général, 
de polygone de n côtés, inscrit à l’une et ctrconscrit à l’autre; 
st un tel polygone existe, il y en a une tnfinité d’autres. 


(1) Le point — x étant, sur S, le même que le point &w, on aurait pu aussi écrire 
u,+ nc =—u,+ Période. 


Mais en ce cas on n’aurait pas un véritable polygone. Le deuxième sommet 
u,+ c, coïnciderait en effet avec le nième, u, + (n —1)c, car, en vertu de l’équa- 
tion précédente, on a 


u+(n—i)c=—(u,+c) + Période; 


et ainsi de suite; on trouverait donc une ligne polygonale repliée sur elle-même 
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229. On peut déduire de la théorie précédente d’autres consé- 
quences intéressantes, également dues à Poncelet. 


1° St les sommets d’un polygone de n côtés se déplacent sur 
une conique S, et si les (n —1) premiers côtés restent tangents 
à une conique T, l'enveloppe du niè"e côté est une conique, qui 
passe par les quatre points d’intersection de S et de T.. 


Car, S et T étant les coniques du numéro précédent, si w, 
Us, ..., Un désignent les arguments elliptiques, sur S, des n som- 
mets, etsiles (7 — 1) premiers côtés touchent T, on aura (n° 228) 


Lo UE, 13 == UD, Re Un = U+(n—1)c. 


Le Anime côté est celui qui joint les sommets w, et uw, ; la diffé- 
rence Uy — U, étant la constante (n — 1)c, l'enveloppe de ce côté 
est (n° 226) une conique passant par les quatre points d'arguments 
elliptiques 0, w,, ©:, w3, c’est-à-dire par les quatre points A,, A,, 
A2, A3, communs à S et à T. 


29 Si les sommets d’un polygone de n côtés se déplacent sur 
une conique S,et si (n—:) de ses côtés restent respectivement 
tangents à (n—1) coniques T, T,,..., T,_+, coupant toutes S 
en quatre mêmes points, l’enveloppe du ne côté est une 
conique Th_,, qui passe ausst par ces quatre points. 


Car les arguments elliptiques, sur S, des sommets successifs 
du polygone sont 


Ui, U= U+C, Us = Ua CH Ci, 


Un —= HISANCE CRE Cp—9 3 


et la différence w, — uw, est encore constante. 

De même, la droite qui joint le sommet de rang } au sommet 
de rang X enveloppe également une conique, qui passe par les 
quatre mêmes points. 


230. Application au pendule. — Nous avons trouvé (n° 222), 
pour Pangle o du pendule avec la verticale, au temps £, la formule 
Gi [es 


I 
(5) Cor Er CORP op pie 
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» désignant une quantité proportionnelle au temps. On déduit 


: o k © M +npe 
de là, pour cot; une expression de la forme coti = ———, 
4) 2, nm + 101% 


les m et n étant des constantes : par suite, les coordonnées 
lsins et /coso, du point pesant pendulaire qui décrit une circon- 
férence Y de rayon /, auront, en fonction de pv, des expressions 


du type 


dape+bipe+oe: A2 p?0 + biPp6 + Co 
l'cosy — ——— + — 5 lsino =." " — 
az p?9 + bspe + cz ; az p°?9 + b3pe + cs 


UE DERCR=ACONEL 


Ces expressions sont semblables à celles introduites aux n° 225 
et 226 pour la conique S; donc la droite qui joint sur la circon- 
férence Y deux points dont les arguments 6 ont une différence fixe, 
c'est-à-dire deux positions du pendule séparées par un intervalle 
de temps constant, enveloppe une conique, T’, coupant Y aux 
points pour lesquels on a 


-) 


DPF CEE 1 02,162: 


Or la formule (5) ci-dessus donne respectivement, pour pe = 


D] 
et pp—e — >; COLO), les valeurs © — 20 et Z——%2,, comme on 
3 
Pa vu d’ailleurs au n° 223 : les points correspondants sur sont 
la position initiale du point pesant, et sa symétrique par rapport 
à la verticale du point de suspension. Pour pv —e, ou e3, c’est- 


. . =: T 
HNTONQU= "7 -"CotC;;.0n à 
J 
BOL = COL 
dy © Ms 2 2 
COL + = E 7, ou RS it, 
2 a 0 
[+ COL -- COL — 
2 2) 
ce qui donne 
cot L —+;; d’où COLE 


et les deux points correspondants sur È sont les points circulaires 
à l'infini. La conique T’ est donc une cérconférence, qui passe 
par la position initiale du point pesant et sa symétrique par 
rapport à la verticale du point de suspension. Donc enfin : 


Soit un point pesant pendulatre, partant sans vitesse int- 
. , CAC ; re RON , ! , Je k î 
tiale d’une position À,; désignons par À, le symétrique de As 
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par rapport à la verticale du point de suspension : la droite qui 
Joint deux positions du point pesant correspondant à un écart 
de temps donné enveloppe une circonférence qui passe par À 
et À, ; ou encore : 


Si deux pendules de même longueur sont partis sans vitesse 
initiale de la méme position OA,, mais à des moments diffé- 
rents, la droite qui joint à chaque instant leurs extrémités 

; ; 
enveloppe une circonférence passant par À, et À, (Jacobi). 


231. Arc de lemniscate. -—- L'hyperbole S, æ?—7?—=a?, à 
pour représentalion paramétriq ue 


{2 I {2 —7 


(6) D , AE rer 


Elle est coupée par la conique T, d’équation 
Aa + p?)+ r— y2— a?= 0 


quel que soit À, aux quatre points dont les arguments # sont les 
racines de l'équation {+ 1 = 0; donc (note du n° 227), si £'et (” 
sont les arguments des points où une tangente quelconque de T 
rencontre S, on a 
a dt" 

(70 0 

Véro VS 
D'ailleurs la droite ux + 67 —1—o sera une tangente de T si 
l’on a 


(8) Ni ee 


La transformée de l'hyperbole S par inversion, l’origine étant 
pôie et la puissance a?, est la Lemniscate L 


(E+n}= af nt), 


et, pour le point (£, x), transformé du point (6), (x, y), de l'hyper- 


bole, on a 


£ ax + t ay 1e NTI 
(9) = — =4  ——) n= 2 —=a à 
D? 4 y? LEA DATE REA 


La tangente, ux + py —1—=o, deT a pour inverse le cercle 


ŒQuË+ 0) = (E+ n°), 
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PE. Te : 
dont le centre, -a?u, -a?+, est, en vertu de (3), sur la conique 
2, 2 


celle-ci a pour foyers, quel que soit À, les deux points d'abscisses 


+ © sur l'axe des x, points que l’on nomme les foyers singuliers 
V2 
de la Lemniscate L. 

Donc, en vertu de ce qui précède, si Let £” sont les arguments 
des deux points (autres que l’origine et les points circulaires à 
linfini) où la Lemniscate (9) est coupée par un cercle mené par 
l’origine, et si ce cercle varie de manière que son centre décrive 
une conique ayant pour foyers les foyers singuliers de L, on aura, 
entre {’, {et leurs différentielles, l'équation (5). 

D'ailleurs, des expressions {9) de £ et n en fonction de £, on 
ure 

24? 


dE? -- dn? — dut? ; 
+1 


d'où pour l’élément d’arc ds, de la Lemniscate, ds — &\ 


de sorte que l'équation (5) s'écrit ds! + ds! — 0. 
En d’autres termes : 


Soient M' et M" {es deux points mobiles où une Lemniscate L 
est coupée par une circonférence quelconque passant par son 
point double : si l’on fait varier la circonférence, de manière 
que son centre reste sur une conique ayant pour foyers réels 
les deux foyers singuliers de L, les arcs de Lemniscate par- 
courus par les points Met M" sont à chaque instant égaux. 
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CHAPITRE V. 


CALCULS NUMÉRIQUES. 


Le problème que nous allons aborder dans ce Chapitre est 
celui du calcul effectif des fonctions pu, Cu, Su, quand on part des 
invariants 2» et 23. 

À cet effet, nous introduirons d’abord une nouvelle fonction, 
la fonction (uw), qui est liée à du d’une manière simple, et qui 
offre l’avantage de pouvoir être exprimée par une série très con- 
vergente. 


232. Retour sur la fonction su. — Reprenons la fonction ou. 
formée avec les périodes 2w,, 208, 207, (Wy + 08 + &y = 0); on 
a (n° 178) 


(1) S(u+owg) = — eMatu+wg) Su 


étant posé n4 — Cow. Il y a entre les quantités n, et w, des rela- 
ons remarquables. 


Supposons, pour fixer les idées, que le rapport wg:e, ait sa 


partie imaginaire positive, et considérons (fig. 59) un parallélo- 
gramme construit, à partir d’un point quelconque À, avec les deux 
périodes 26,4, 208. Je dis que si l’on décrit le contour du parallé- 
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logramme à partir de À, en commencant par le côté AB, qui re- 
présente 2w,, on le décrit dans le sens positif, c’est-à-dire que 
l'angle BAD est compris entre o et +. En eflet, soit posé 


204 = p(COSS+ £ sinv), 208= p'(cose"+ Lsinv'), 
on à 


Ws 0’ 
— = <= [cos(v’ 
: [cos(e 


ent 
de p)+zsin(g —0v)], 


et, puisque le rapport wg:w, a sa partie imaginaire positive, 
l’angle +/— %, c’est-à-dire l’angle BAD, a son sinus positif, ce 
qui établit la proposition. 


Cela posé, l'intégrale Ce du, le long du contour ABCD, 
2H 4 


est égale, d’après le théorème des résidus, à l’unité, car Gu n’a 
qu'un pôle à l’intérieur du contour, avec le résidu +71; mais, à 
cause de la relation G(u + 208) RO 2'ng, ON à évidemment 


frudu+ cudu=— | 208 du = —4ngwx; 
AB e 


CD AB 


et, de même, 
| Cu du + f° CuAU f208) 
/hC ./pA 


d’où la relation finale 


I RL 


(2) Sas (inawg — A{ngua) 1 ou Aa Wg — Ng Wa — Ne 
233. La fonction thêta. — Posons pour un instant 
EP PRUSE 
(3) Fur e ‘?wqu: 


2 0% 


on a, en vertu des relations (1); 


F(u+2wz)—=— F(u), 


ee 
= 
ne à 


2e (U + 0 TE DR te 
208 ( 8) 2 wa (* 8 AUS 


( F(tz+ouws)== F(u)e 


1 


ou, en tenant compte de (2), 
Ti 


: — — (U+ Wa 
F(u+2w8g)—=—F(u)e wa ( 4). 
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6)3 
, 7 LE Se 
ce QU SIL ONDES COUR 


CR 


(03 IN +owg)=—grie we Fu). 
On voit, par (4), que F(u) change de signe par l'addition à & 


EE 
de 2w,; donc la fonction F(u): e "7% admettra la période 26,4, el 
comme, en vertu de (3), elle est, ainsi que d'u, holomorphe dans 
tout le plan, on pourra, dans tout le plan, la développer en série 
de Fourier (n° 124), ordonnée suivant les puissances entières, 


7 


l 1e : . IT —— 
négatives et positives, de l’exponentielle e ‘:: 


PAL e a: 
AS [os RE nt7 

OUI REMANTE Ÿ Anne Wa 
Ac 


ou 


[14 
e Le G (9274 1)IT —— 
(6) re UN A, 204, 
| 
Écrivons maintenant que F(w) satisfait à la relation (5), il vient 


1 +2 0)a 1 
Q (OUT at (2n—1)iTr - — 
? = D 
Ÿ A,e 204 = — q IN A,e 10e. 
Ad Al 


d'où, en égalant dans les deux membres les coefficients de 


: It 
DRAM 
ec A 
(a 1 


Aie 40e ETS JT AS ou An —— JA : 
On en conclut immédiatement 
A x = (— [)7 qg2+2lr— bte: + RAT = (— 1) q°+n AT 


À + 
h 


et, en posant À, — - g*, on obtient, pour F(u):A, la série, que 


nous désignerons par G(w), 


—- 
. Fu) [ NT nai (2m 41)éT 
(7) HD AN Ne De rie 


— œ@ 


D'après les propriétés de la série de Fourier, cette série converge 


CHAPITRE V. — CALCULS NUMÉRIQUES. 200 


absolument et uniformément () dans toute région finie du plan; 
en vertu de la définition (3) de F(u), elle représente une fonc- 
lion entière; ses dérivées successives s’obtiennent (n° 117) en la 
dérivant terme à terme. 

On peut écrire la série 0(w), en groupant les termes qui ré- 
pondent à n et à — n —1, 


207 


—+ 00 : : 
(8) Du)=2Ÿ gs) te ne 
0 


La liaison entre su et uw est donnée par (3) et (5) : 
u? 


te —_— 
; sp) 
e 10e Su; 


(9) FIQ7BLE 


2 À Wa 


où À est une constante qui reste à déterminer. Or, pour # = 0, 
le rapport ou:u tend vers 1, puisque du—=u+dius+...; 
c’est dire que, en vertu de (9), la dérivée de 0(w), pour u = 0, 


est + On a donc, en formant W(o) d’après (8), 
2AV% er 
A 
I AT") CA ( 3 a Ne 
(10) AE 2Rù (on +1q 2 PONS 0 HAE 
0 


La fonction Ü(w) est impaire en w, en vertu de (9), puisque 3 u 
est impaire; elle vérifie, comme F(w), les relations (4) et (5). 


234. D'une fonction su donnée, on peut déduire, par la mé- 
thode précédente, une infinité de foncuons {héta, puisque 20,4, 
2w8 désignent un système primitif quelconque (?) de périodes 
de 4, et que © ne change pas (n° 181) quand on remplace un 
système primilif par un autre : toutes ces fonctions £héta ne 
différent, en vertu de (9), que par un facteur exponentiel, mais 
leurs développements en série, (7) ou (8), sont plus ou moins 
rapidement convergents selon la valeur de g. 

Dans ies calculs numériques qui vont suivre, nous supposerons 


qu'on part des invariants 2, et 23, et que les racines e,, e,, e4 sont 


(!) On vérifierait directement la convergence de la série des modules en tenant 

SU te . . . . » , . EE LEE EEE 

compte de ce que w,: w, a sa partie imaginaire positive; il suffit d'étudier /mod a, 
(2) On suppose toutefois que w,:w, à Sa partie imaginaire positive. 
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réelles : nous avons vu, en effet (Tome I, n° 250), que, dans la 
réduction des intégrales réelles elliptiques, on pouvait toujours 
faire en sorte que le polynome du troisième ordre sous le radical 
cût ses racines réelles, et cela sans introduire d’imaginaires dans 
les calculs. 

Soit posé e > €3>>€2; la fonction p(u, e,) admet une demi- 
période réelle Q, et une demi-période imaginaire Q’r(Q etQ' > 0); 
On à | 

pOo—='er, p{9r)=e; en 2051 


et les périodes 2Q, 203 forment un système primitif. 
Dans tout ce qui suit, nous formerons la fonction théta d’après 
la règle suivante, en ne perdant pas de vue que > e3 > €». 


1° Sie; est négatif, nous ferons, dans les formules (5), (8), 


(9), (10), 
d’où 
q =e : Ex — EC: EB — C2) er Ex. 


2° Sie; est positif, nous poserons 


Wy = —Q'5, w8 — ©, wy=— Q +07, 
, \ 
d’où 
Q 
R— 
O' 
qgie ben Ex —= Co; €8— 6]; EYES): 


et nous aurons, dans ies deux cas, puisque W8 : Wa EL D: wy ont 
leurs parties imaginaires positives (n° 232), 


Ti 
GDT) TAPÉ CE AG COTE #4} PPT y = 


nie 


Dans les deux cas aussi, g est réel et positif, ce qui simplifie 
beaucoup les calculs (!). 


(!) Mais l'avantage principal de cette règle est que, dans les deux cas, g est 


. : rare À = . È T . 
certainement inférieur à eF, soit environ —, de sorte que les puissances de g 
20 


deviennent rapidement négligeables. 
Pour l’établir, démontrons un lemme. 


LEMME. — Pour que Q soit égal à Q', il faut et il suffit que e, soit nul. 


En effet, soit Q'=— Q : les périodes 2Q et 2Q'5 formant un système primitif, 
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235. Cela posé, e, el w,, eg et wg, ey étant définis comme on 
vient de le dire, écrivons la formule (23) du n° 200 
) u 


C4 


g'2(u + WG) 
pu — eg — e-2nau — —_—_——"  ; 
siwg)oru 
el remplaçons-y du par sa valeur en Q(u), tirée de (9); nous 
avons, après réductions, en tenant compte de (11), 
ee | ( a | 
? 


DUR Ce Re 
Ù 2Aw% O(u) O(wg) 


el, de même, 


TRES 1 GULETE 012 
CyESs EC (or PT Ne PE Se Ca Re r- 
2Aw% O(u)0(w,) 


Si l’on remplace, dans ces formules, 4 par son expression en 
“ ) > VI P . 


série, el x par sa valeur (10), on obtient, après quelques calculs 


on à (n° 185) 


É 1 140 
= 140 N° SRHIDENTE F 


Cm M COM QI) TOR M LT TL) 


’ 


or, les termes de g, qui répondent respectivement à mn, m'et à m', — m ont une 


somme nulle, car (m+m'i)=—(m'— mi); on a donc g,=0; d'où e =0o et 
e,=— €,, puisque e, +e,+e,—=0. Inversement, si e, = 0 ete —=—e,,on a ( n° 205) 
“ dx : FA F6 4 
Q — = ; —- Q 4 — — - F 
7 2 D 2 / PIE 
Je, VAT(TX — Ei) 0 VAz(x ei ) 


d'où, évidemment, Q'= Q. 

Par suite, si l’on suppose par exemple e,< 0, et si e,, e,, e, varient sans que e, 
cesse d’être négatif, la différence réelle, Q — Q', ne pouvant s’annuler, garde un 
signe constant. Pour déterminer ce signe, prenons le cas particulier e,==—1, 
E>=—1—E€, e = 2—+e, et faisons tendre e& vers zéro par valeurs positives : où 
reconnait sans difficulté que Q', c’est-à-dire 


dx 


mod f L RU GT 1e), NME 
CR" VE(x+i)(& +i+e)(x—2—cù) 


tend vers l'infini, tandis que @ reste fini; donc, si e, Lo, on a Q'> Q. Au con- 


traire, Si €,> 0, on reconnait de même que Q'< Q; donc, dans les deux cas, la 
Q Q 


2 Te e STAR rc 
quantité q définie plus haut,e Q si e<o,ete Q'sie,> 0, est inférieure 
Mers. 
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faciles, 
: TU ; TU TU 
< DO DR 1—2 q COS — +2q# COS2 —— —9q9 COS 3 — + 
Te TR JAI Er: (077 O x 0) + 
JU — eB = , — : — 
J P HWËl 1—29+2qt—2q+.. NON LE EU TL Er et 
qg* sin = (JOISTS cg AR SI = — 
2 U) y 207 2 () + 
: LE TU ù TU A 18 7 
À HEURE LUE 1+2g COS +2g}cos2=%29 0053 P 
té TENUE ROUES er (07 (OP (Op 
re 2 Ets Si PRE = n - 2 5 = 
4 © RÉRONOEEIC EEE EEE AE TU A SR A D 2 TC 
“ ER LIEET g*sin — q*sin3 +q* sin —— — 
20% 20% 207 


Enfin, faisons uw — w,, dans la première de ces formules; nous 
trouvons 


9 25 \ 
g'—53q +5q* —... 1+ 24 20 90 0 


12 


2 ‘ : 4 (| J 25 
à (DS 1—29 +—27*—... — = ee 
RTE À / qg+qgt+qgt +... 


et, en divisant membre à membre les formules (12), où nous faisons 


U — G,, 
e e I—2+2%qt—9q +... \t 
(14) = à = ( 1 ! ‘ . ET eu ) à 
Ca ef LA 24 t DJS 27e Te 
236. Calculs définitifs. — Observons maintenant que, pour 


pousser jusqu'aux chiffres le calcul des intégrales elliptiques, tel 
qu'il a été indiqué au n° 210, il est nécessaire et suffisant de savoir 
résoudre les deux problèmes suivants : 


1° Etant donnés g: et g3, calculer pu, Gu, Su pour une 
valeur donnée de u; 
2% Calculer u connaissant pu, c'est-à-dire résoudre l’équa- 


LION EAU ie DU 


237. Premier problème. — On calculera d’abord les racines 
C1, C2, €3 du polynome 43— gs3— 93 —0,(e, > es>e2); nous 
savons (n° 234) qu'on a pu faire en sorte qu’elles soient réelles 


désignons-les par e4, eg, e,, suivant les indications du n° 234. 


Calcul de q. — Déterminons maintenant la quantité g, ou 


(Os . 
. 0 
t 


1 tons ; 
ÉVERONTa DATA 


Ex — €y et A ln me en UN eue 
nue nu uteet lions Ne ame: EE | 
Ex — Ep bag ae Dell 
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équation d'où l’on peut tirer g; on sait que la quantité 4 cherchée 
est réelle, positive et inférieure à =; on la trouvera donc en écri- 
vant ù 


I—29+29 29H, 4/ Ex — y 
— Loire 


AA JR AS TE CES 02 ÉGCE 


la racine quatrième étant la racine quatrième arithmétique, posi- 
ve, de la quantité positive (n° 234) (es —e;): (es — eg). On 
résoudra cette équation en g par approximation; on négligera, 
parexemple, g!,9°,-.., en prenant 


(Er PGO NET 
1+2q ? 


, 
CS cs 


d’où une valeur approchée de g; pour avoir une approximation 
plus grande, on remplacera q par cette valeur dans les termes g", 


q, ..., et l’on obtiendra une nouvelle équation donnant encore q 
linéarrement, etc. 


Calcul de w,, 68, ©,.— Connaissant g, on obtiendra w, par (13): 


EA 


a 9 25 | 

que (ee LH29 9290 

Cx-— E8 — d s Qi ——— —————————————— 
0 


10° 1—)J +2qt—... L 3 25 
RU 1 1 g'+g'+qgt +... 

q étant très petit, quelques termes suffiront dans chaque série; on 
choisira le signe de w, d’après les règles du n° 234. L'équation 


3 
ÎT — (OP? : 
re eebx ou w8 = Los nup. 
/ i D 
ua 


donnera ensuite wg, el wy sera — (64 + wg). 


Calcul de Su. — On se servira de (9) : 


u? 
Nu — 
su—=2Auwy,e “2x 0(u), 
où l’on fera 


I fs 9 25 
Laan(at gts), 
ke 1\° sur 
I NY (n+:) (22HI)ÈT — 
OCUIESS (APE gere 20% 
L 
— æ 
; + TU 9 . TK U 25 TT LL 
—92{g"sin — —gqg*sin3 ---- +q* sin5 Ets 
2W}x 20% 2% 
H. — IT. 


2 £ 
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Quant à n4, on le calculera en observant que 5”(0) est nul, en 
raison du développement Su—=u+diusÿ+.... Ecrivant alors 
que la dérivée troisième de 


s 1? 
e "20% O(u) 


s’'annule pour uw = 0, et observant que Ü(o) et 4”(o) sont nuls, 
puisque O(u) est impaire, on a 


Hi Q] 20. 
TO CO) rm? qt—3qgt + 53q * —... 
CAO Len UN eq —— 5 : 
dE à ti 0'(o) RON SSP RE 25 
g"=—=59+5q ts). 
AP ” o'u CAL Q'(u) 
Calcul de &u. — Par “définition, ue =—— ; 
qu OP O(u) 
lout est connu au dernier membre, car 
—- © r 11% # 
+ T ol (n+:) : (22+1)1T> 
D'EUNE > (—:1)"q 24 (0 7 A UVE er 
24 ad 
—— œ© 
TRE TU ne TU - 7 IU 
LE QUOI TRS GE COS OR RE COS ut lle 
O% 2077 20% 20% 


Calcul de pu. — On emploiera l’une des deux formules (12), 
lans les seconds membres desquelles tout est connu; on pourrait 
uussi partir de la relation 


pu Ta G’(u)O(u)—0'?(u) 


238. Second problème.— 1] s’agit de calculer w, connaissant pu. 


Observons d’abord que nous avons le droit de supposer que « 
est à l’intérieur ou sur les côtés du rectangle construit sur les 
périodes 2Q, 2Q/é, c’est-à-dire 2w, et 2w8, et dont le centre est 
à l’origine : car l’équation pu = x, a, dans ce rectangle, deux solu- 
Lions en &, Us et — wo, égales et de signes contraires. Pour chacune 
d'elles la partie réelle et le coefficient de £ sont respectivement 
compris entre — Q et + Q, et entre — Q/ et + Q/, de sorte que les 
quantités, inverses l’une de l’autre, 


. I 
ont leur module compris, dans tous les cas, entre qg et “ 
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Pour calculer ces deux valeurs de u, divisons membre à membre 
les deux équations (12); nous avons 


TU : AT 
FENENES EVTESE " LR ONG TN COS en 

) RSR Leg EUR +... (027 G) + 
) TNT US LE PAT PS 2 POS TO OP SN SEEN NRC ME DE TES 

pu—e}, Jr REPARER <e RU FU 
LD 0ICOS = 29" COS2 — +51: 

(017 (72,7 


Dans le premier membre, le signe doit être choisi de manière 
que la partie réelle soit positive (!), et l’on peutécrire, puisque pu 
el g sont connus, 


ri // TK U 
[— 2q COS — + 2q*cos2 ANT 
= (017 (07 M 
(14) De TUE ES AR 
1—+ 29 COS — + 24} COSD -— +. 
(017 (027 


(:) On a vu (n° 207) que, w étant réel, pu varie de + à e,; la formule (8) 
d'homogénéité du n° 206, où l’on fait À =—71, donne 


, . ; p(uz, Su D pu, 283)» 
c'est-à-dire 


Plube = pe) 


ce qui montre que, w étant purement imaginaire, pu varie de — à —e,, qui 
est la plus grande des racines — e,. Enfin les formules d’addition du n° 199, où 
l’on fait w,—= Q, w,— Q'i, donnent 


(ee, te ee l (e, —e,)(e, —e). 


Q' = ls 11 OD—e = 
p(u+ Q't) + ue : p(ri+Q) 1 + ST 


on en conclut que: 1° x étant réel, p(x + Q'z) varie de e, à e, ; 2° p étant réel, 
p(vi+ Q) varie de e, à e,. En réunissant ces résultats, on voit que: 


(1) u étant réel, pu varie de à e,, 
(2) u étant pi + Q, pu » e Une: 
(3) u étant u + Q'i, pu » eat, 
(4) u étant où pu » e; à — 2, 


et ce Tableau montre que, si pu est réel, uw est nécessairement, à des périodes 
et au signe près, de l’une des quatre formes (1), (2), (3), (4). 


pu—e: 


Cela posé, considérons la fonction Vo où le signe du radical est tel, 

pu—e, 
d'après (15), que la fonction soit égale à +71 pour w = 0. Soit X + Y£ la valeur 
de cette fonction pour un point w, intérieur au rectangle de centre w = 0, con- 
struit sur les périodes 2Q, 2Q'1: je dis que X ne peut être nul. Car pour X — 0, 
pu serait réel et compris entre e,ete,, c’est-à-dire entre e, et e, ou entre e, et e,, 
et, d’après le Tableau précédent, w serait sur un des côtés du rectangle. Donc 
X ne s’annule pas dans le rectangle, et, comme il est égal à +1 pour w = 0, il 
reste posilif. 
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7 


HI— e . 
Posons 3 —e ‘«; celte équation devient 


+ 
D (— 1)" g"° 34 


On peut la résoudre en 3 par approximation, en s'appuyant sur 
ce qu'elle admet deux racines 3, inverses l’une de l’autre, de 


0 I \ . e 2 +ETi Là 
module compris entire g et 2 à savoir les quantités € Sataon- 
nies plus hauL. 

£crivons (15) sous la forme 
l L 0] Û ; € I 
Cl Se ES HA oies) ets sd pe os A Dons 0 
ES \ An LS —. M ; 


1 g(s+i)+at(as s)+(ss) 7: 


nous pouvons, comme première approximalion, négliger les termes 
en g', g°, ...; Car, pour chacune des racines z, définies tout à 


s , . I » 
l'heure, mod 3, étant compris entre g et ARE évidemment 


+- 


Fa [ 
mod (a Al << modz, + mod — <-;, 
SAR 


/ 


: LS I 2 
mod (3 + 73 ) < mod a + mod — << —»; 
\ 


et ainsi de suite. Donc, les termes en g* ont leur module infé- 
® ] n 2 2 SEE à nf: 4 Sr se 
rieur à APT ou 24°, quantité trés pelite, puisque q ne dépasse 
I . . . 
pas —» el ainsi de suite. 
20 


On a donc, pour déterminer une valeur approchée de 3, 


1 g(s+ 2) FAIM 


[\ 
di TPE) ou (as) 
1 Q TE jee 
\ 


l'éq ualion 


= . « . , f * (( 
qui a pour racines deux quantités de la forme 3, et — 


‘e 


LA 
3 
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Une seconde approximation permettra d’avoir une valeur plus 
exacte de 3, et ainsi de suite. 


Connaissant 3, on aura & par la formule 3=e «+, d’où 
TU : 0) 
ri — —=logs +omri ou u—= - .logs+2muwz, 
(07 ' Gr 


el l’on choisira l’entier m de manière que 4 soit compris dans Île 
rectangle considéré plus haut. 


- . Li . 
La seconde solution, -; donnerait 


(017 
u—=— — logs +2muws, 


TH t 


c’est-à-dire la même valeur de w, au signe près el à une période 
près. 


ts 


+ 
VW de She mise 


TROISIÈME PARTIE. 
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


CHAPITRE T. 


ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


I. — DÉFINITIONS ET GÉNÉRALITÉS. 


239. Ordre. — On nomme équation différentielle d'ordre n 
une relation entre une variable, une fonction de cette variable et 
les dérivées des divers ordres de cette fonction jusqu’à l’ordre n, 
inclusivement. Si x est la variable et y la fonction, l’équation diffé- 
rentielle est de la forme 


dy d'y dry" 
PR ie 


On peut se rendre compte que la solution, ou intégrale géné- 
rale y, d’une équation différentielle d'ordre 7, dépend de n con- 
stantes arbitraires. 


L4 ’ e \ d' 
Résolvons en effet l’équation par rapport à N, 
dx" 
dy dy di-1 y 
RE LE D OS PE ORAN 
den PP Gr ALT 


Imaginons que nous nous donnions arbitrairement les valeurs 
d d'r-1 V 


Ta HE  DOUUNe valeur æ,, de æ; l’équation précé- 


. * dr 
dente nous fait connaître, pour æ — xs, la valeur de TT .et, en 
) ) dx" l 


de és 
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dérivant cette équation par rapport à x, nous connaîtrons succes- 
sivement les valeurs de toutes les dérivées de y, pour x = x4. 
Appliquons alors à y le développement de Taylor, nous obtien- 
drons lPexpression de cette fonction sous la forme 


SRE AA ge) Le 
PP HIT 0) me me TN Pari 


\ 


Or, le second membre renferme » constantes arbitraires, à sa- 


ain dy" du y - UE : ] lus géné 
voir Vo; Ne bre he el, par suite, la loncton la plus genc- 


rale y, qui satisfait à une équation différentielle d’ordre n, doit 
renfermer nr constantes arbitraires. Il resterait, il est vrai, pour 
compléter ce raisonnement, à établir la convergence de la série 
considérée plus haut; nous indiquerons ultérieurement les résultats 
obtenus par Cauchy sur cette question. 


210. Équations du premier ordre. — D'après cela, dans le cas 
d’une équation du premier ordre : 


(1) flar, 0: 


l'intégrale ou solution générale, y, renferme une constante arbi- 
traire C; elle est donc donnée par une relation de la forme 


(2) Pr ICE 


Inversement, l'intégrale générale, c’est-à-dire la relation (2), 
élant connue, on peut retrouver, comme il suit, l’équation diffé- 
rentielle initiale. Dérivons l'équation (2) par rapport à la variable 
indépendante x; il vient : 


V 
(3) D’, + RÉ EN0S 


que je dis être identique à la proposée (1). 
En effet, d’après l'hypothèse et d’après la formation de (4), les 
équations (1) et (4) sont vérifiées par la fonction y, de +, définie 
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par la relation (2), quelle que soit la constante C; si elles n'étaient 


; , er dy : - 
pas identiques, en éliminant entre elles 2 RON obliendrait une 
ps 


relation w(x,y)—o, vérifiée encore par la même fonction y. 
Mais en choisissant convenablement la constante C, dans (2), on 
peut faire en sorte que y, pour une valeur donnée de +, ait une 
valeur arbitraire : il ne peut donc exister de relation de la forme 
o(æ,y)—=0 entre xet y, et dès lors les équations (1)et (4) sont 
les mêmes. 


241. Solutions générale et singulière. — L’équation différen- 
elle proposée (1) a-t-elle d’autres solutions que la fonction y dé- 
HISIDALA RD rm 0) —"07 

La proposée étant, comme on vient dele voir, le résultat de l'éli- 
minalion de C entre les deux équations 


(2) DC AU ee 0: 
; Re 
(es) D, ce me 10! 


peut être remplacée par le système de ces deux équations, où les 
deux 1 a ‘autres Lermes. intégrer la pr 

eux inconnues sont y et C : en d’autres termes, intégrer la pro- 
posée (1) revient à trouver deux fonctions y et C, de la variable x, 
vérifiant (2) et (3). Or, si l’on dérive (2) par rapport à æ, on a: 
TR ET ARE 


-P + Pc a à 
dx ? dx L 


(5) Pr + 


équation qui. en vertu de (3), se réduit à 
q quy, ) 


(6) Pi = 0, 
et le système des équations (2) et (6) est évidemment équivalent 
au système (2) et (3), dont on l’a déduit : car (2) entraîne (5), 
qui, si l’on tient compte de (6), donne (3). On a donc finalement 
à trouver deux foncuons y et C, de x, vérifiant (2) et (6). 

Or, on peut satisfaire à (6) de deux manières : 


Ai 


dx 
grale générale D(x, y, const.) = 0. 


1° En posant —— :=0, d’où C— const., ce qui donne l’inté- 
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2° En posant D— 0 : les inconnues y et C sont alors définies 
par les deux équations 


(7) PT CG), Pc — 0; 


4 


et l'élimination de C conduit à une relation L(x, y) = 0, qui donne 
y en fonction de +. Cette solution y ne renferme pas de constante 
arbitraire; elle se nomme la solution singulière de l'équation 
différentielle proposée. La solution générale et la solution singu- 
hière sont, d’après ce qui précède, les seules solutions de la pro- 
posée. 


22. Interprétation géométrique. — Ces résultats s’interprètent 
géométriquement. 
Si x et y sont les coordonnées d’un point du plan, chaque inté- 


grale ou solution dite particulière, 
PÉTAMAU)EEE0, 


où l’on donne à la constante C une valeur particulière, représente 
une courbe : l'intégrale ou solution générale est représentée par 
l’ensemble de ces courbes, dites courbes intégrales; la solution 
singulière, définie par les équations D(x, y, C) = 0, P—= 0, est 
l'enveloppe des courbes intégrales (Tome 1, n° 356). 

Il est évident «a priori que l’enveloppe de ces courbes doit être 
une solution de l’équation différentielle. En effet, en un point quel- 
conque +, y de l’enveloppe, celle-ci touche une des enveloppées, 
ay 


de sorte que, en ce point, æ, yet PE 


sont les mêmes pour les deux 
courbes : comme, en tout point de l’enveloppée, l’équation pro- 


, dy es à de ' ; 
posée fer, 2) — o est vérifiée, la proposition est établie. 


243. Existence de la solution singulière. — On peut obtenir la 
solution singulière de l'équation différentielle sans intégrer celle-ci, 
et ce procédé va mettre en évidence un fait remarquable : c’est 
qu’une équation différentielle n’admet pas, en général, de solu- 
tion singulière, ou, sous une autre forme, que les courbes inté- 
grales n’ont en général pas d’enveloppe. 

Pour fixer les idées, supposons que l’équation différentielle 


CHAPITRE I. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 267 


proposée 


(1) f(æ, 7,7) = 0 

soit algébrique, c’est-à-dire que f soit un polynome entier en x, 
! 

IE 


Cette équation donne, pour chaque point +, y du plan, les 
coefficients angulaires y’ des tangentes aux courbes intégrales qui 
passent par ce point : si (x, y) est sur l'enveloppe des courbes 
intégrales, deux de celles-ci, confondues, passent par (x, y), de 
sorte que l’équation (1) a, en y’, une racine double. On obtient 
donc l'équation de l’enveloppe, st elle existe, en écrivant que 
l'équation (1) a une racine double en y’, c’est-à-dire en éliminant 


y" entre Îles relations 


) 
HR R TUE 0: & = 0: 


L’équation ainsi obtenue, d,(x,y)—o, convient à tous les 
points de l’enveloppe; mais elle convient aussi à d’autres points, 
par exemple aux points de rebroussement des courbes intégrales : 
car, en un de ceux-ci, l’équation f(x, 7, y') = 0 a évidemment 
deux racines y’ égales. Elle convient de même au lieu des points 
de contact de deux courbes intégrales, non infiniment voisines 
entre elles. 

Montrons maintenant qu’il n’y a généralement pas d’enveloppe. 

Reprenons le lieu d,(x, y) — 0 obtenu par l'élimination de m 
entre les équations 


us 


(8) HÉPeMInt) 0. 10: 


' om 


où l’on a écrit m à la place de 3”. Pour qu’il soil l'enveloppe des 
courbes intégrales, 1l faut et il suffit que le coefficient angulaire, 


d ° ANCr x , 
“J', de sa tangente en tout point x, y soit égal à la racine double m, 
dx 


de l'équation f(x, y, m) = 0 : car la tangente en un point de l’en- 
veloppe est la même que celle des deux enveloppées confondues 
qui passent par ce point. 

Or, en dérivant la première des équations (8) par rapport à la 
variable indépendante x, on trouve 


DANSE OC of dm 


— t— ss — == = 


0x dy dx om dr 
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ge : of : of Of dy 
el si l’on lient compte de = — 0, :il reste - HE ET O 
l om , 0x *0 ' ( ) 
A . dy . . , \ 
Ecrivons que la valeur de 7 aISi obtenue est égale à m; nous 
pre 


avons la condition 


(9) HS MIELNIES 0: 


C’est là une nouvelle équation qui doit être vérifiée, en même 
temps que les équations (8), par tout point de l'enveloppe; en éli- 
minant 7 entre (9) et la première relation (8), on obuent une 
équation d,(x, y) —= 0, qui, en général, ne définit pas la même 
courbe que d,(x, y)—=o. L'enveloppe n’existera, d'après cela, 


que si Ÿ, et d, ont un facteur commun Ÿ, et son équation sera 


alors 4 — 0. Dans les autres cas, la courbe 4, — o sera un lieu 
étranger (en général le lieu des points de rebroussement des 
courbes intégrales) et ne fournira pas une solution de l’équation 
différenuelle. 
Ainsi, en laissant de côté le cas exceptionnel signalé en note, la 
solution singulière n'existe que si les trois relations 
; of of 
CREME, SR 0, AE + M 0 40 
donnent, par élimination de »1, deux équations en x el y ayant un 
facteur commun : ce facteur égalé à zéro est la solution singulière, 
enveloppe des courbes intégrales. 


24%. Exemple. — Soit l'équation différentielle 
f\a, F, Y)=4Y8 = 6829 (y x): 


La solution singulière, si elle existe, s’obliendra par lélimi- 
nation de m entre les équations 


Ami— Gm+9(y —xr)=o, m(m—1)=o. 


1 ; . : . : . dy 
(*) On suppose essentiellement que cette équation détermine RU chaque 


x ; : se d Ô : ; 
point du lieu 4, = o, c’est-à-dire que : et o ne s’annulent pas simultanément 
æ 14 


pour toutes les valeurs de x, y, m qui vérifient les équations (8). 


CHAPITRE 1. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 269 


| 2 \ 
(y — le) (+ ——— 4) 10; 
9 


\ . D} 
d’où les deux solutions y = x, y = x + . 


On trouve ainsi 


Pour que l’une ou l’autre soit la solution singulière, il faut 
qu’elle annule le résultat de l'élimination de m entre f— 0 et 


Of of Sa A , k 9 
AUDE c'est-à-dire entre 4m—060m +9(y—x)=0o 
et mm — 1 = 0, résultat qui est : 


—2+9(Yÿ—rT)=0. 


L . EE = D à 
La solution singulière est donc y = x + -; lacoubey—x=o, 
9 


au contraire, ne donne pas une solution de l’équation proposée : 
CODE 2/0 né Nérinentipasicelle ca batéourbe=7/e lle 
lieu des points de rebroussement des courbes intégrales. 

On vérifie ces résultats en cherchant l'intégrale générale qui est 
ici (t), c désignant la constante arbitraire, 


(10) 2(æ—c+3(y —c}=0. 
L'enveloppe des courbes (10) s'obtient aisément, c’est la droite 


2 ° , . . 
— le point x — c, y = c élant manifestement un point 
(à 


de rebroussement de (10), la droite y = x est bien le lieu des 
rebroussements des courbes intégrales. 


245. Remarque. — Supposons, en désignant par C et CG, des 
constantes arbitraires, que l’on ait obtenu sous deux formes diffé- 
rentes, ; 

o(xr, y) = CG, (r,7) = Ci, 
la solution générale d’une équation différentielle du premier ordre 
entre æ et y : je dis que »,(x, y), considérée comme fonction de 
deux variables indépendantes, x et y, est fonction de (x, y). En 
effet, si l’on prend comme variables x et w(x, y) à la place 
de x et y, la fonction #, devient une fonction de x et de o(x, y), 
à savoir #,(æ,Y) = f(x, 9). 


(*) L'équation différentielle considérée est d’un type intégrable, celui de La- 
grange (voër n° 262). 
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Mais en vertu de l'hypothèse, lorsque y vérifie l'équation diffé- 
rentielle proposée, © est constant et réciproquement; et 1l en est 
de même de #, : en d’autres termes, , est constant lorsque © est 
constant. Or, pour que 9, = f(x, ©) reste constant en même 
temps que ©, il fautet 1l suffit évidemment que f ne dépende que 
de », c’est-à-dire soit de la forme f(2). On à donc bien 


Ci Jo). GC OR 
246. Applications. — Voici deux applications de celte remarque: 
1° Soit l'équation différentielle du premier ordre 


dx dv 
Vie TANT ED 


On l’intégre immédiatement en remontant aux primitives des 


—= 0, 


(11) 


deux différenuelles : 
arc sinæ + arcsiny = C1. 
On peut obtenir l'intégrale sous une autre forme, algébrique en 
x el y, en écrivant : 
dx Vi Au Sr dy vi — X1 = O0; 


d’où, en intégrant chaque terme par parties, 


PAMERET ERTROR LT, TV dy æv dr : N 
D VIS RE EE 
Vi— y? Vi— 7? 


/ 


La quantité sous le signe 1 est nulle en vertu de l’équation 


différentielle (11) elle-même; il reste donc : 
x Vi—y?+ y yi—za?— Êr 


seconde forme de la solution générale de (11). Donc, en vertu de 
la Remarque du numéro précédent, on a : 


arc sinæ + arc siny = f(x ÿi—y?+ y ÿi— x?), 


Pour déterminer la fonction inconnue f, faisons y — 0 : le pre- 
mier membre est arc sinæ, le second f(x); donc f est un arcsin, 
etal vient : 


arc sinæ + arc siny = arc sin (x Vi — Vi+ y vue æ2); 
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ce qu’on peut écrire, en posant arc sinæ = 4, arc siny = #, 
u + 6 — arc sin (sin uw COS + Sin 6 COS & ); 
c'est la formule d’addition bien connue de la fonction sinus. 


2% On trouverait de même la formule d’addiuion du logarithme, 


en intégrant sous deux formes Péquation 


dr d 
ARR" EE ou x dy + y dx = 0. 


L JF 
Ces deux relations donnent respectivement : 
logx + logy = CG; et Lys G, 
d’où l’on conclut : 
logx + logy EDR 


Déterminons f en faisant y = 1; il vient f(x) — logx, et fina- 


lement 
logzry = logx + log y. 


II. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE QU'ON SAIT INTÉGRER. 


247. On ne sait résoudre ou intégrer (!) qu'un petit nombre 
de types d'équations du premier ordre : on va les indiquer succes- 


sivement. 
248. 1° Équations à variables séparées. — Elles sont du type 
+7 ( 
XY + X; 4 LA — O, 
dx 


où X, X, sont fonctions de x seul; Ÿ, Ÿ,, fonctions de y seul. 
On peut écrire : 

« Y, 

-dx +, dy =0 

NC ENS * 


(!') Une équation différentielle sera regardée comme intégrée quand on aura 
ramené le calcul de sa solution générale à celui d’une ou de plusieurs quadratures, 
mème si ces quadratures ne peuvent s’effectuer à l’aide des fonctions élémentaires. 


D TROISIÈME PARTIE. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


d’où, en remontant aux primilives des deux différentielles, 


X Me cr 
fxaæ+) + d — const. 


On a ainsi une relation entre x et y, renfermant une constante 
arbitraire ; c’est l'intégrale générale. 


Exemple. — Désignons par X, X,, Y, Y, des polynomes 


entiers, respeclivement en x et y, el considérons l’équation 


\ 


NY X IT ee 0 


vr 
1 » à T n À A 4 GC np à ESA 
qu’on ramène au type précédent, en la résolvant par rapport à TT 
Cherchons la solution singulière. Pour l'obtenir, il faut exprimer 
que l'équation 
>, à Sr X,; Y, IE = 10 


a une racine double en m, ce qui donne XYX,Y,— 0. 
Or, Y,—= o donne des droites, y = 4, parallèles à l’axe des x; 
; dy 
d’ailleurs pour y = «&, -- 
P 4 47 
L4 x ] , ° ’ . e . 
posée n’est pas vérifiée. Au contraire, si y = « est une droile du 


est nul ainsi que Ÿ,, et l'équation pro- 


système Ÿ — 0, l'équation est satisfaite. De même, en écrivant la 
proposée 
Le dx \°? 4 2 
KY EAN EN 
dy } 
on reconnaît qu'elle n’est pas vérifiée pour les droites X — 0, et 
qu elle l’est pour les droites X, — 0. 

La solution singulière, enveloppe des courbes intégrales, ne peut 
donc être cherchée que parmi les droites Y =o el X,— 0 : on véri- 
fierait aisément, par la méthode générale du n° 243, que ces droites 
constituent réellement l'enveloppe considérée. 


219. 2° Équations homogènes. — Ce sont celles du type 


Pour les intégrer, changeons d’inconnue en posant y = ur, ce 


Le 
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SJ 


qui donne : 


dy = u dx + x du. 


L’équalion proposée devient ainsi : 


On peut séparer les variables en écrivant : 


du dr 
2 ES ELE BOSEE EG 
c(u)—u æ 
Fe 
d’où 
du 
st log rm const. 
J g(u)—u 


c'est-à-dire 
P(u) = logæx + const. 
ou 


logx = (2) + const. 


L 


’ LA 


C’est la solution générale. 


250. Remarque. — Elle peut s’écrire : 


| ALNÉES HU 
(12) See MOVE CS: ou A AAA NE P 
ar 


Cette équation représente évidemment des courbes homothé- 
Liques entre elles par rapport à l’origine : c'est là une propriété 
intéressante des courbes intégrales d’une équation homogène du 
premier ordre. Réciproquement, toute famille de courbes homo- 
thétiques par rapport à l’origine satisfait à une équation homogène, 

4 , # a I , . . 
car, en résolvant l’équation (12) par rapport à + et dérivant ensuite 
G 
par rapport à la variable indépendante +, on obuüent : 


d ( + M PET E 
ue 


pen 


c’est-à-dire, tous calculs faits, 


© 


H. — II. 1 


274 TROISIÈME PARTIE. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


équation dont le second membre est bien une fonction de Z QUE 
Cr Q. F. BE 


251. 3° Équations réductibles aux équations homogènes. — 
Ce sont celles de la forme 


\ 


dy ax boy ce 
(1) Rd Pl RTE mt MS ET 
L'IMEE au en) 


a, b,..., c' désignant des constantes. 


1° Si ab'— ba! n’est pas nul, on posera, en changeant à la fois 
la variable et la fonction, 


(2) az+by+c=1n, ax + 0'y +c'=E, 
d’où 
a dx + b dy = dr, a' dx + b'dy = dé. 
On tirera de là linéairement, puisque ab! — ba! n’est pas nul, 


dx = À dé + B dr, dy = A'di + B'dn, 


À, B, A’, B’ étant des constantes, et l'équation différentielle pro- 
posée deviendra 


A'dé + B'dr Eu} 
2 


ÂAd=Bdn 


-G 


d’où 


équation homogène, dans l'intégrale de laquelle on remplacera ñ 
et & par leurs valeurs (2) pour avoir l'intégrale générale de (1). 

Il est clair que les courbes intégrales de la proposée (1) sont 
homothétiques entre elles, par rapport au point de rencontre des 
deux droites ax + by+c—=o; ax+by+c=o. 

2° Si al'— ba '—0o, on posera, en changeant simplement de 


(') Ce dernier point était évident géométriquement : car les tangentes aux 
courbes homothétiques considérées, en des points situés sur un même rayon vec- 


; ER 0 $ 3 +: d 
teur issu de l’origine, sont parallèles; c’est-à-dire que, pour ces courbes, = ne 


e £ 
dépend que de + 


4 


CHAPITRE I. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 275 


fonction inconnue et en conservant la variable x, 


(3) ax+by+c=n, 
d’où 
dy (dr 
AE TR IE 
et 


! 


p LA f «a ‘à 
a'x+by+c= —(n—c)+c. 
«a 


Portant ces valeurs dans l’équation différentielle proposée, on 


obtient : 
dr " À 
nr 1=0bY 7 + Un), 
—(n—c)+c 
d'où 
d 
dx = : 
a+ %(n) 


Les variables étant séparées, on peut intégrer : 


2e di 
(4) HR  - CONS D) Const. 
TE CG YEN) | 


Remplaçant ensuite, dans le second membre, n par sa valeur (3), 


on aura l'intégrale générale de la proposée. 
Dans le cas actuel, les deux droites 


AG rOY FCO, aæ+b'y+c=0 


sont parallèles ; les courbes intégrales de (1) sont encore homothé- 
tiques entre elles par rapport au point de concours des deux droites, 
c'est-à-dire sont les positions d’une même courbe qui se déplace- 
rait parallèlement à la droite «x + by — 0. On le vérifie de suite 
sur l'équation (4). 


w TE ; : dy \2 
252. Exemple. — Soit l'équation (2) = ax + by +c; en 
l’écrivant 
dy Re EE 7 
— = ax +by+c 
dr Ve "4 ? 


onda fait rentrer dansle type (1) ateca— 220, cr. 
Posons donc, pour intégrer, puisque ab'— ba! est nul, 


az+by+c="n, 
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la proposée devient 


ou 


Pour effectuer la quadrature en n, on posera , = #?, d’où 


20 dv 
V\— dr; 
bv + a 


» de a ee 
g =) = 4 


et, en remontant aux primilives, 


c’est-à-dire 


s[— Globe + u)] = PC, 


[ ne reste plus qu’à remplacer 6 par (/n, c'est-à-dire par 


Vaz +by +c, 
pour avoir l'intégrale générale de la proposée. 


253. 4° Équations linéaires. — On nomme ainsi celles qui sont 


Re ; dy 
linéaires par rapport à y el S et de la forme 
Z UT + 
ï AVES 
(5) 1e TI MISERERE 
UT 


P et Q étant des fonctions de x. 

Pour intégrer l'équation (5), posons y = uv, u et 6 étant deux 
nouvelles inconnues, dont nous aurons le droit de particulariser 
l’une; la proposée (5) devient : 


Te do du 
(6) u— +6 — + Pur +Q —=o. 
dx AU 


Annulons le coefficient de w, ce qui particularisera 6 ('), on a : 


do 
mins Foro; 
dx 


(') Cette méthode, qui semble artificielle, n’est, comme on le verra plus tard, 
qu'un cas particulier d'une méthode générale, applicable à toute une classe d’équa- 
uons différentielles (n° 348). 
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d'où 
do 
14 PAPE 0 
re) 


et, en inlégrant, 
lose = log CG — 11 ra, 


(5) sus Pal ue 


Il reste, dans l'équation (6), les termes qui ne contiennent pas « 
en facteur, et qui donnent 


du 
bar O0 
dx ù ? 
L} » | 
d'où 
15 7 Pete 4 Le RE 


(2 


Comme e est une fonction connue de æ, d’après (=), les variables 


“| 


sont séparées; on peut donc intésrer et l’on a : 


HO) Le ia) four 
U—=— / = dr LC =— C ee dx + QC 


d’où, pour y, 
2 ra 


# Pda RTE frar 3 [rar 3 
(SEM r —=— 6° J Qe: dx } + C'e : (GC: 
\e 
La constante C a disparu ; il reste la constante arbitraire C7. On 
l ) 
pourra donc, dans les calculs, ne pas introduire C, en Île faisant 
dès le début égal à 1. Ceci est d’ailleurs évident, car on n’a besoin 
que d’un seul facteur », propre à simplifier l'équation proposée. 


294. Exemple. — Soit l'équation linéaire : 


dy 
dx 


Momie: 0, 


Posons y = uv; il vient 


Annulant le coefficient de w, on a 


do 
ee (0 


dx 
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d’où 


do 
Fo orerr Dre 
et 1l reste 
du x 
p— — 2 0, 
dx 
d’où 
du = x?e-x dx, HE [ + et dx + C. 


Donc enfin, l'intégrale cherchée est : 


RAT CT: fred Hatier, 


e 


La quadrature s'effectue aisément; intégrant par parties, on a: 


1 a'e-t dx = — x?e-x +2 1 TeTTar 
= — 26 L+ 9 [—re-<+ Î er de) 
Ê LE 


= [—-2—2x—u]|e-x. 
d’où finalement 


Y=—-(xt+or+o2)+Cer. 


295. Remarque I. — La formule (8) montre que l’intégrale 
générale d’une équation linéaire s’obtient au moyen de deux qua- 
dratures. Si l’on connaît wne solution particulière y,, une seule 
quadrature suffira pour calculer l’intégrale générale : en effet, y 
étant la solution générale inconnue, les équations 

dy dy 


D Hi TR EC 


2 AS RUE 


dx 


donnent, par soustraction, 


d 
De (Y—Y1)+P(Y—- Yi) =0; 
c’est-à-dire 


MU É 


équation à variables séparées, d'où l’on tire : 


—) Pdr 


VTT PATUER 
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du 


C désignant une constante arbitraire. Cette formule établit la pro- 
position. 


De même, si l’on connaît deux solutions, y, et y», de l'équation 
linéaire, on aura : 


—| Par —frar 
V = y1i+ Ce : Ve ÿ és 


C2 étant une constante déterminée; et l’on en déduit 


(9 ; 1e: 
Dre (Ya—y1)=Yi+ C(Y2—7:),  (C'= const. arbitraire), 
12 
de sorte que la solution générale peut s’écrire immédiatement, 
sans aucun signe de quadrature. 


296. Remarque II. — D'après la formule (8), en désignant par 
À la constante arbitraire, la solution générale de l'équation linéaire 


est de la forme 
LA == F2 \ —— BA: 


À et B étant des fonctions de +. Soient y,, 2, y3 trois solutions 
LE) 4 29 3 

particulières, correspondant aux valeurs À,, À2, À3 de la constante; 

on a, pour une même valeur de la variable x, 


AE ee 1 (A FE BÀ:) rEnS (A ae BÀ>) er ES 1 
Hire re v (A a BA) — (À + B A2) a Na h2 


Le rapport qui figure au premier membre est donc indépendant 


de æ. C’est là une propriété géométrique des courbes intégrales 
de l'équation linéaire : considérons en effet les trois courbes inté- 
grales qui correspondent aux valeurs À,, À, À3 de la constante À; 
une sécante mobile, parallèle à Oy (fig. 80), les coupe en des 
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points M,, M, M;,et l’on a 


ÿ2 ke M 2 M 3 


RS ms 2 = CONS: 
Rte 22 MM; 


c’est-à-dire que trois courbes intégrales fixes déterminent, sur une 
parallèle mobile à Oy, des segments proportionnels. 


LL 4 


251. 5° Équations de Bernoulli. — Leur type est 


dy 
ML Py+Qyt= 0 

dr QurS SJ ; 
P et Q étant des fonctions de x, et n une constante. Pour inlé- 
grer, divisons par y" : 


» en posant 


prenons pour Inconnue ss 
vit 


e- d’où PES dz. 


LS piste uit) 
TL | Re QE 
; : jrs dz 2 AUS x 029: 
équation linéaire en 3 et", que l'on sait intégrer (n° 253). 
dx O 
258. 6° Équations de Riccati. — Ce sont les équations de la 


forme : 


ly 
. +REPYE Or —=0, 


R, P, Q étant des fonctions de +. On sait intégrer une telle 
équation quand on en connaît une solution particulière. Soit 
en effet y, cette solution, posons 


la proposée devient : 


dz dy x 
+ ( +R Pyit Qt) +Pe+s 2Q y13 + Q 3? = 0. 


PT 
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Or, en vertu de l'hypothèse, on a 


dy 
He 
et il reste 
d'= 
—— +3(P+2Qy:)+Q3-o, 
dx : 


équation de Bernoulli, qu’on ramène à une équation linéaire en 


I 
posant Z —= —°. 
7 A - 


Pour intégrer l’équation de Riccati, on y posera donc tout de 
suite 


T 
= VV + — 
J Æ u” 
et l’on obtiendra une équation linéaire en uw, qu’on saura intégrer. 
D'après cela, l’équation de Riceau, si l’on en connaît une solu- 
Lion, y1, s'intègre au moyen de deux quadratures (n° 259). Si 
l’on en connaît deux solutions, y, et y2, on connaîtra une solu- 
ion particulière de l'équation linéaire en w par la formule 


il ll 
Va=-Vi =: ou u - È 


d u L rl 


de sorte que l'intégrale générale de l’équation en w, et, par suite, 
celle de l'équation de Riceaui, s'obtiendra au moyen d’une seule 
quadrature (n° 255). Enfin, si l’on connaît trois solutions parti- 
culières de l’équation de Riceati, on connaîtra deux solutions 
particulières de l’équation linéaire en «, et l'intégrale générale 
s'obliendra immédiatement sans aucun signe de quadrature. 


299. Remarque. — D'après le numéro précédent, la fonction «, 
solution d’une équation linéaire, est de la forme 
LA D À, 
À étant la constante arbitraire, et A, B des fonctions de x. On a 
dès lors, pour solution, y, de l'équation de Riccati, la forme : 


L rare BA M+NÀ 
(9) UNS EURE - - - ; 


+ ea À AAA EU BAD ie 


M, N, A, B étant des fonctions de +. La constante entre donc 
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linéairement au numérateur et au dénominateur de y. De là une 
conséquence intéressante. 

Considérons quatre solutions particulières de l’équation de 
Riccati, correspondant aux valeurs À5, À4, Ào, À3 de la constante; 
le rapport anharmonique de ces solutions, Yo, V1, Vos Va, pour 
une même valeur de x, est, par définition, l'expression 


si l’on y remplace les y par leurs valeurs (9), on trouve, par un 
calcul facile et d’ailleurs bien connu, que ce rapport anharmonique 
devient 


les M, N, À, B ayant disparu. 11 est donc indépendant de x, 
et par suile : 


Le rapport harmonique de quatre solutions de l’équation 
de Riccati, pour une même valeur de la variable, est constant; 


Fig. 8r. 


il'est égal à celui des quatre valeurs de la constante arbitraire 
qui correspondent à ces solutions. 


Il résulte de là que si y, Ye, Ya Sont trois solutions particu- 
lières de l'équation de Riccati, et y une solution quelconque, on 
aura 


relation qui donne immédiatement, en fonction de æ et d’une 
constante arbitraire, l'intégrale générale y, quand on connaît 


9 
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trois solutions particulières. Ce résultat est d'accord avec ce qui 
a été dit au n° 258 sur l'intégration de l'équation de Riccati, 
quand on connaît trois solutions de celle-ci. 

Géométriquement, si l'on considère, dans le plan, les quatre 
courbes intégrales (en +, y) qui correspondent aux quatre solu- 
tions Vos V15. Yo) Y3, le rapport anharmonique des quatre points où 
ces courbes sont coupées par une sécante mobile, parallèle à Oy, 
est constant, c’est-à-dire que l’on a (fig. 81) 


M3 Mo . MM 


—— _ —= st. 
NN SM Ie 


260. 7° Équations de Lagrange. — Elles sont linéaires par 
rapport à æ el y, et de la forme 


RS RE CAE Av Le ne 
are) ot 


\ 


Pour intégrer, posons 


dy = 
PA 
ce qui donne la relation 
(10) Va o(p) +4 (p)—="0. 


Dérivons-la par rapport à x; il vient 
: . dp 
(10 bis) PP} lo (nr) (p)lEe 0. 


Cette équation, si l’on y considère æ comme l’inconnue et p 
comme la variable, est une équation linéaire. Elle s'écrit en effet 
D lp +etp)+æ gp) + YG)= 0: 

On sait donc l'intégrer, ce qui donne æ en fonction de p, 
ou p en fonction de æ : remplaçant p par cette valeur dans l’équa- 
tion primitive (10), on aura la relation cherchée entre y et x. On 
pourra aussi remplacer, dans (10), æ par sa valeur en fonction de 
p, et résoudre par rapport à y; x et y seront ainsi exprimés en 
fonction d’une même variable auxiliaire, p, ce qui définit la 
courbe intégrale. 


2 
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261. Remarque. — Soit x, y un point quelconque du plan; 
les coefficients angulaires, »m, des tangentes en (x, y) aux courbes 
intégrales qui passent par ce point sont donnés par l’équation 


» 


4 A L a 
proposée où l’on fait — 
a 


— m, à savoir 
l 1 
T 


/ l Es ah 
J+ryo(m)+vim)—=o. 


Le lieu des points x, y pour lesquels un de ces coefficients à 
une valeur donnée, m,, est la droite 


/ : ( qe 
Y+HTo(n) EVOMo)= 0. 


En d’autres lermes, aux points où elles rencontrent une même 
droite de La famille y + x o(m) + o(m) — 0, m désignant un 
paramètre variable, les courbes intégrales de l'équation de Lagrange 
ont leurs tangentes parallèles entre elles. 

Réciproquement, si des courbes (C), en nombre simplement 
infini, jouissent de cette propriété, elles sont les courbes inté- 
grales d’une équation de Lagrange. 

En effet, par hypothèse, aux points de rencontre d’une même 
droite Y + Xo(m) + d(m)—=o avec loutes les courbes (C), Les 
langentes menées à celles-ci sont parallèles ; leur coefficient angu- 
laire commun est donc une fonction de m, f, (m). Sous une autre 
forme, en un point quelconque, (x, y), du plan, le coeflicient 


; d £ ; 
angulaire, de la tangente à la courbe (C) qui passe par ee 
dx 


point, est égal à film), m désignant une racine de l'équation 
| . d 

: ae ! sd Fe re Le Fe 

y +zxze(m)+%(m)=o. On peut écrire aussi m =f( )» et 


l’on en conclut, le long d’une courbe (CG), la relation 


SALE UE 
Fe PE ar { SIA RES 
D OIE 
qui est une équation de Lagrange. 

Si l’on observe que les droites 


Y+ro(m)+Ÿ{m)—=o 


enveloppent une courbe, évidemment quelconque puisque les 
lonclions © et Ÿ sont quelconques, on peut dire aussi que toutes 
les courbes intégrales d’une équation de Lagrange coupent chaque 
Langente d’une courbe fixe sous un même angle, variable en général 
d’une tangente à l’autre, et réciproquement. 
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262. Exemple. — L’équation 
4Y®—6F?+9(y —æz)=0, 
considérée au n° 24%, est du type de Lagrange; écrivons-la 
4 DO pÈE JOREETER 0 


et dérivons par rapport à æ. Nous trouvons 
dp 
4(p? — p - J(P—I1)—=0; 
PÉDALE RL EE 


et, en séparant les variables x et p, 
(p —1)(4p dp +3dx) = 0. 
Nous avons donc deux solutions : 


1° p=1, qui donne dans la proposée : —2+9(y—x)=o, 
solution singulière. 

2° 2p?+ 3x —= 30, relation qui, jointe à la proposée, donne 
paramétriquement les courbes intégrales 


Ù ÿ TA L « D 
HN C2 7), Y= -(3C—4p) 


; 
le paramètre étant p. En éliminant p entre ces deux relations, on 
trouve, entre x et y, l'équation 

2(æ@—C)'+3(y — GC)? = 0, 
solution générale. 


263. 9° Équations de Clairaut. — Elles sont comprises, comme 
cas particulier, dans celles de Lagrange; on y suppose 


dy dy 
160) 7 dx’ 
de sorte que le type de Clairaut est : 
EUR TN, dy 
SEu) ee (2) 


dy L4 er 
Sins VE ! (a E= #5 ol À | 
LAN 7e) | 


ce qui donne deux solutions. 
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Première solution : 


dy. 
ET 


dy 


rise CA 
dr 


0, d'où 


et, par l’équation proposée (11), 
y = Cr +%(C). 
C’est la solution générale; on l’obtient en remplaçant, dans 
l'équation différentielle, par la constante arbitraire C. Les 
dx 


courbes intégrales sont des droites. 


Deuxième solution : 


équation qui, combinée avec la proposée (11), donne, par l’élimi- 


nation de ce 
dx 


C’est la solution singulière: elle représente évidemment, d’après 


une relation entre x et y sans constante arbitraire. 


son mode de formation, l’enveloppe des droites fournies par l’in- 
Légrale générale. 


264. Ce sont là, à peu près, tous les types généraux d'équations 
différentielles du premier ordre que l’on sait intégrer; 1l est à 
remarquer que, sauf dans les types de Lagrange et de Claïraut, 


dy 
dx 


A Ur le RC 2 
équation différentielle qu'on ne puisse résoudre par rapport à -, 
dx 


la dérivée figure linéairement. Si donc on a à intégrer une 


on se trouvera arrêté dès le début, même dans les cas les plus 
simples. 


Soit, par exemple, l’une ou l’autre des équations 


dy \ 


ne AP ben A AA AURAS 


APT À) CHERE 


dont la première se ramène d’ailleurs à la seconde en prenant x 
comme fonction et y comme variable, car on l'écrit 
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| SAR PR. « 
Si l’on peut résoudre par rapport à PE les deux équations pro- 
posées rentrent dans le type à variables séparées 


dy Es 5 dy _ . 
LEE = (Tr) ou ne = o(7 }, 


d’où l’on déduit 


4 dy 
Y= | c(r)dr+ const. ou Mie + const. 
RATE. 


; £ , | cd ; : 
Mais, si la résolution par rapport à Test impossible on ne 
D dx 2 


pourra expliciter les calculs. 
Il y a toutefois deux cas où cette résolution préalable ne sera 


pas nécessaire. 
265. Premier cas. — On peut résoudre équation différentielle 


dy 


f(x 1e S LE La) oc 


par rapport à æ ou y. On a ainsi, en posant ‘; = a 6 
(2) æ=(p) ou y=e(p) 
d’où 
dx = ®'(p) dp dy = c'(p) dp 
l 
Ve p'Ar ri Fe 


Îl 


! Ù ! 
= po (D)dp D° (P) dp 
et 


(13) = f r#() dp + GC = | 4 (p) dp + C. 
e 1 


Dans les deux cas, les équations (12) et (13) donneront x et y 
exprimés en fonction du paramètre p et d’ure constante, ce qui 


définit la courbe intégrale générale (a 


(1) En réalité les équations 


ar OA ar 
CRAN e = Gz 


sont des équations de Lagrange, et l’on n’a fait que leur appliquer la méthode 


générale. 
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266. Second cas. — La courbe 


4 


ly d 
f (a) =0 ou fr E)=0 


NT. 


d / dy \ ; 
Y fou vuel \ comme les coordonnées 
dx . dx 


courantes, est de genre zéro ou un. 
> d ; dy 
On peut alors exprimer æ et dans le premier cas, y et > 


dans le second, en fonction rationnelle ou elliptique d’un para- 


quand on regarde æ el 


mètre, uw, sous la forme 


æ = Q(u) | y =9(u), 
(14) ‘ dy ou dy 
\ ON TE Et ALL JE 
he ae, | de TNSE 
On en conclut 
dite 0" Quirtet ou dy im) au, 
dy 
Nu) dr AT = _— 
à U(U) 
o'(u 
= Y(u)o'(u) du — ALP 7 
Det #0 o(u) 


el par suile 

È Far DE ; Mrs UE) à 
(NN = | L(u)o'(u)du + C ou TC Î —— du + C. 

Dans les deux cas, æ et y, par! (14) et. (15); sont encore 
exprimés en fonction du paramètre w et de la constante: les deux 
intégrations indiquées dans (15) portent d’ailleurs sur des fonc- 
tions rationnelles ou elliptiques de w, et peuvent dès lors s’effec- 


Luer. 
267. Remarques générales. — Pour intégrer les équations 
homogènes, les équations linéaires, celles de Bernoulli et de 
à AA ; : ; dy 
Riccati, 1l n’est pas nécessaire de ramener le coefficient de + 
dx 


à être égal à l’unité ou à une constante, comme nous l'avons 
supposé pour simplifier les écritures. Dans la pratique on appli- 
quera les méthodes d'intégration indiquées, sans prendre cette 
précaution préalable. Au contraire, dans l’équation de Lagrange, 
il faut que le coefficient de y soit l'unité ou une constante. 
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2° On ne devra pas oublier que æ peut être considéré comme 
l’inconnue et y comme la variable indépendante, ce qui peut faire 
rentrer dans les types intégrables des équations, qui, au premier 
coup d'œil, en paraissent éloignées. Ainsi léquation 
dy À 
dx Bxz+C’ 


où À, B, C sont des fonctions de y, est une équation néaire en x 
puisqu'on l'écrit 
dx 


III. — ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU PREMIER ORDRE: 
DIVERS ARTIFICES D'INTÉGRATION. 


268. Si une équation différentielle du premier ordre ne rentre 
pas dans un des types précédents, on ne saura généralement pas 
l'intégrer; on sera réduit à essayer divers artifices. Nous allons en 
indiquer trois, dont le succès d’ailleurs est toujours incertain. 


4 
269. Procédé de la dérivation. Soit 


(1) CR AMNIIE) 0 


l'équation proposée. Dérivons par rapport à la variable indépen- 
dante, æ; nous avons 

| De DE 

2 1 Fe 2 O0; 
“2 0x 0 dy A _ 

Essayons de combiner les relations (1) et (2) de manière à 
obtenir une équation dont le premier membre soit, à un facteur 
près, la dérivée exacte d’une fonction de x, y, y'; c’est-à-dire une 
équation de la forme 


! d LA 
SON E LUDIRN Helen 
On en déduira 


(3) HE UT = const 
HIT. 19 
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et, en éliminant y entre (3) et la proposée (1), on aura lPinté- 
grale cherchée. 

La solution 0(x, y, y/)— 0, combinée avec (1), donnera, par 
élimination de y’, une intégrale sans constante arbitraire, qui sera 
l'intégrale singulière ou une solution étrangère. 

2° On peut encore appliquer autrement, et d’une manière plus 
précise, le procédé de dérivation; résolvons la proposée (1) par 
rapport à y 


(4) J — px, P) 


étant posé 


Dérivons par rapport à x les deux membres de (4); il vient 


/ 4 d 
(5) P = Ye + Po ge 


équation différentielle entre et p et x, qui pourra être plus facile 
à intégrer que la proposée. Si l’on peut en tirer p en fonction de >, 
l'équation (4) donnera y. C’est la méthode qu’on a suivie pour 
les équations de Lagrange : l'équation (5) est alors une équation 


. r 0 dx 2 Le 4 A LA , 
linéaire en x et —, et peut par suite s’intéerer. Même procédé en 
dp O 


résolvant la proposée par rapport à x, et en considérant y comme 
la variable indépendante. 


ru Ju < dy 2 dy N 
Exemple. — L'équation J=LT +ef(s), analogue à 
celle de Clairaut, donne par dérivation, p représentant tou- 
AO 
Jours ns 


| d 
P=p+2&fCP)# Le +? f CP)=o, 
d’où, après division par x, 
dx RUE 
2 75 RP) PNR SEE 


équation linéaire en +, qu’on intègre par la méthode générale, et 


CHAPITRE I. ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 297 


qui donne 
[a 


role" VfCP) 


Cette relation, jointe à la proposée 


y =pr +2 f(p), 


permet d'exprimer æ et y en fonction du paramètre p et d’une 
constante arbitraire C. . 


270. Procédé du facteur intégrant. —- L’équation différenuelle 
étant mise sous la forme 


(6) M dx + N dy = 0, 
où M et N sont des fonctions de x, y, Euler s’est proposé de 
déterminer un facteur, a, tel que l’expression 
u(M dx + N dy) 
soit une différentielle exacte, x et y élant considérés comme deux 


variables indépendantes. Si l’on peut trouver un tel facteur, on 
aura identiquement 


UM dx + N dy) = du, 


u désignant une fonction de x et y, et l'équation proposée (6 
s'écrira 


du — 0. 
æ 
On y satisfera en posant 
AL —=0; d’où LT VER CONS 
intégrale générale : ou 
I 
— — 0, 
F 


solution singulière ou étrangère. 

Tout revient donc à trouver un facteur ntégrant 1. Or la con- 
dition pour que (M dx + N dy) soit différentielle exacte est 
qu’on ait identiquement (Tome 1, n° 327) 


UM) _ 2(HN) 
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ou 


| du Lou oM  oN 
7 b M — — N — ae El | 
GA dy rt m) k 
C’est là une équation aux dérivées partielles, généralement plus 
difficile à intégrer que la proposée (6). Si l’on peut en obtenir 
une solution particulière, 1, la fonction w(x,y) sera donnée par 


la formule (Tome I, n° 327) 


LL 


® 4 Y 
u(æ, y) = if uM dx + f (HN )ody, 
Lo 4270 


uN)s étant ce que devient UN pour x—=#x,, et la solution 


( 
générale de (6) sera uw = const. 


271. Le facteur intégrant existe-t-1l ? C’est demander si l’équa- 
tion aux dérivées partielles (7) ou (7 bis) a des solutions: or 
nous verrons plus tard qu’une équation aux dérivées partielles 
admet une solution générale, laquelle renferme une fonction arbi- 
traire ; 11 y a donc toujours des facteurs intégrants. 

On peut le voir autrement: soit, en effet, D(x, y, C) = 0 Ia 
solution générale de l’équation différentielle proposée (6). Si l’on 
résout par rapport à G, cette solution s'écrit 


(8) G=gp(x, y), 


d’où l’on tire par dérivation 
de de 
Le T q 
0 ee dx + E LV, 


équation différentielle à laquelle satisfait la fonction y, définie 
par (8), et qui doit, par suite, être identique (n° 240) à la pro- 
posée (6). On a donc identiquement, c'est-à-dire quels que 
soient x et y, 


DRE 
AAA te 
MAMAN 
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d’où l’on conclut tdentiquement : 


(M dx + N dy) — de + S die Loir). 


La fonction y est donc un facteur intégrant (1).  c. Q. F. D. 


272. Quand on connaît un facteur intégrant d’une équation du 
premier ordre, on peut trouver tous les autres. 
Soient y le facteur connu, x’ un quelconque des autres. Posons 


L 
Mt, 


et déterminons 4. Par hypothèse on a 
{m(Madx+Ndy)= du, 
9) | u0(M dr + N dy) = dr, 


d’où l’on conclut 
do = 0 du. 


Or v et u sont des fonctions de x et de y; on peut donc regarder 
e comme fonction de x et de w, pris pour variables indépendantes ; 
et l’on a alors 


op de 
do Are du; 
0x ou 


Si l’on compare cette relation à la relation de — 0 du, on en déduit 


de 00 


0 — 
> ou 


0x 
La première de ces équations montre que 6 est constant par 

\ 5) A # , de 
rapport à æ, c'est-à-dire ne dépend que de w; la seconde, = 6, 
montre alors que 4 est aussi une fonction de w seul, 4 = o(u), 


CLONE EC Eur : 
L4 Ci , . : Four4 $ v A 2 
Réciproquement, x élant facteur intégrant, mo{(uw), où w(u) dé 
signe une fonction quelconque de u, est aussi facteur intégrant; 


(!) On voit ainsi qu’étant donnée une expression de la forme 
a(u,v)du + R(u, v) dv, 


il existe toujours un facteur, a (u, v), tel que (x du + 8 do) soit la différentielle 
exacte d’une fonction des deux variables w, 0. C’est ce qu’on a admis sans démons- 
tration au Tome I, n° 464. 
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car on déduit de la première équation (9), à savoir 
(9) u(M dx + N dy) = du, 


celle-ci : 
mo(u)(M dx + N dy)= œ(u) du, 


dont le second membre est bien une différentielle exacte. 

Donc y étant un facteur intégrant et du la différentielle exacte 
correspondante, tous les autres facteurs sont de la forme po(u), 
et réciproquement. 


273. On pourrait intégrer, par le procédé du facteur, les équa- 
uons linéaires 


dy + (Py + Q) dx = 0, 


intégrées autrement au n° 253 : 1l existe en effet un facteur inté- 
grant, , fonction de x seul, et facile à déterminer. Car, la con- 
dition (5) s'écrit ici 

dt 0 

Sr uen P y - 

Cri 5) RE 
c'est-à-dire, puisque u, P, Q sont supposés fonctions de x seul, 
et, par suite, indépendants de y, 


dy. 
Aa 
d’où 
Pdx 
ge onu LES ns 


La méthode du n° 253 est d’ailleurs préférable à celle du facteur. 


274. Procédé du changement de variable. — On peut souvent, 
par un changement d’inconnue, ramener à un type intégrable une 
équation qui en semblait très éloignée : il est évidemment impos- 


sible de donner à ce sujet des règles générales; on se bornera 
à deux exemples. 


1° Soit l'équation 


VA PRE RE Frs 
De AP) QOVAEETE, 
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où P et Q sont des fonctions de x : elle ne rentre dans aucun des 

huit types du paragraphe précédent. Il est assez naturel d’essayer 
JP paragsrapne p à | 

de la transformer en faisant disparaître le radical : il faudrait, 


pour cela, ÿ exprimer y et /1+ y? rationnellement en fonction 
d’une nouvelle inconnue. Or on a vu dans le Tome I que ce pro- 
blème est possible, et se résout en particulier (n° 214) par le chan- 
gement de variable 


er 
AA ET 
d’où 
Vi+y?= LATE 
OT 
el 
1 1+ 6? 
dy = — — 3 dt. 


* Portons ces valeurs dans équation différentielle proposée ; elle 
devient 
Or r2l dt 1172 I + é? 
Tape SEP cn ( 
2 & dx 2 2 


dt 
dx 


c'est-à-dire 


+ EG—e)+Qt=0, 


équation de Riccati, qu’on intégrerait si l’on en connaissait une 
solution particulière. 
3° On pourra quelquefois employer avec succès la transforma- 


uon de Legendre (Tome 1, n° 109, Remarque T1). 
Soit l’équation différentielle 


J\z. 7,7") = 0. 
On posera 
DE ME TN LE, 
d’où 
dY =— y‘ dx + y' dx + x dy'= x dX, 


ce qui donne finalement 


dY dY 


MERS SL Je ie 


1 ; . . 
Portons ces valeurs dans la proposée; celle-ci devient 


DUREE AY 
Eee Xe — Ÿ, x) == O0, 


206 TROISIÈME PARTIE. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, 

équation différentielle du premier ordre en Y et X, qui pourra 
être plus facile à intégrer que la proposée. Soit Y = F(X, CC) sa 
solution générale, on aura 


FA FRA 
TX — dX == EN AC) 
AY T / € « 
J=X 7% —Y=XFKX,C)— F(X,C), 


équations qui donnent æ et y en fonction d’un paramètre X, et 
d’une constante arbitraire C, et définissent par suite la courbe 
intégrale générale de l’équation primitive. 
Par exemple, l'équation 
! ! 
PET) REC PUS 


devient, par cette transformation, 
dY 
P(Y)= —v(X 
CNET AD 


relation différentielle où les variables se séparent. 
L’équauion y = xy'+ x? f(y'), déjà rencontrée au n° 269, 2°, 
appartient à ce type, car elle s'écrit 
Vy — 27" = æ VC); 


elle pourrait dès lors être intégrée par la méthode précédente. 


IV. — APPLICATIONS. 


275. Tous les problèmes de Géométrie où 1l s’agit de déter- 
miner une courbe, dans le plan ou sur une surface donnée, par 
une propriété de ses tangentes, conduisent évidemment à des 
équations différentielles du premier ordre; on va en donner 
quelques exemples. 


Problème des trajectoires. 


276. Problème. — Ætant donnée une famille de courbes 
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4 


planes (axes rectangulaires) dont l’équation générale ren- 
ferme un paramètre C, 


(1) HÉCNEU TE 
trouver les courbes qui coupent sous un angle donné, V, toutes 
les courbes de la famille. 
Soit æ, y un point quelconque du plan; pour la courbe de la 
famille (1) qui y passe, C est déterminé par l’équation 
(2) F(z, y, G)=0, 
et le coefficient angulaire de la tangente à cette courbe en x, y est 
(F2) 
(EF) 
deux termes de la fraction, par sa valeur tirée de (2). Le coeffi- 


» les parenthèses indiquant que C a été remplacé, dans les 
| | 


cent angulaire de la tangente à la trajectoire au même point étant 


d 
AA on aura 
dx 


Cest l’équation différenuelle des trajectoires. On peut évidem- 
ment dire, sous une autre forme, qu’elle s'obtient par l'élimination 
de Centre les deux équations 


dy ES 

| de 
(3) UTC) 0; UE arr que PS ETS 
ON ZAIE 


Pour les trajectoires orthogonales, tang V est infini, et l’équa- 
ion différentielle s'obtient en éliminant C entre 


(4) Ris NE) NET NE A 


- FY— 0. 
€ dx Y 


277. Exemple I.— 7'rajectoires obliques des courbes y = Cx”. 
— Ces courbes sont homothétiques les unes des autres par rapport 
à l’origine ; leurs trajectoires jouiront évidemment de la même 
propriété, c’est-à-dire que leur équation différentielle sera homo- 
gène (n° 250). 

Cette équation différentielle s'obtient (n° 276) par l'élimination 
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de Centre les relations 
4 — mCrm-i 


— mt tanco SE ————— —— 
#4 Gx ? sv Te my Cæm—1? 


d’où le résultat : 


/ 
angV(i+my À) =J me, 


équation qui est bien homogène. Pour l'intégrer, posons (n° 249) 


Dors 
nous aurons 


tang V[i- mu(ux+u)|=uxr+u--mu, 


c’est-à-dire 


du 
us (mutangV —1) = u(t — m)—tang V(r + mu?), 


d 


et, en séparant les variables, 


dr — mutang V +1 


= u. 
æ mu? tangV + u(m—1)+tangV 


L'intégration n'offre aucune difficulté ; faisons-la dans le cas de 
m — 1 : les courbes proposées sont alors des droites issues de 
l’origine. Il vient 

du ‘1—=utang Vu 


1 I 
const. + logæ = | —— 2° ———arctansu — -log(itu? 
F à tangV  1+u? tang V Ê 2 &( }» 


ce qui s'écrit 
TR arctang 
xyi+u?— Ce tas, 


Remplaçant w par 2, on aurait l'équation des trajectoires; il 
vaut mieux employer les coordonnées polaires, en posant 
T = p COS, J =pSsinw, 
ce qui donne 
u= tang w, ou arc tang u ===) 0 2 


On a ainsi, 
(0) 


D CetansV, 


L 


équation de spirales logarithmiques ayant l’origine pour pôle. 
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278. Exemple II. — 7rajectoires orthogonales des tangentes 
à une courbe (Développantes). — Soit, en fonction d’un para- 
mètre C, 

æ=—Cy+o(C) 
l'équation générale de ces tangentes; il faut, pour obtenir l’équa- 
tion différentielle de leurs trajectoires orthogonales, éliminer C 
entre cette équation et la seconde équation (4), qui est ici 


Ïl vient ainsi 


aire ss . ; gen NT 1 
équation différentielle du type de Lagrange. Pour l'intégrer, po 


dy à à 
sons 77 D; et résolvons, par rapport à y, 


Dnlae AUPie 
P Vé 
ou, en posant, pour simplifier, se —=v(p), 
(5) P=T > YO 


Dérivons, par rapport à +, suivant la méthode générale (n° 260); 
nous trouvons 


RON RE Ve re 
PE F7 TI Y (2) 
ou 
dx 
eue 2,1 tr mn) _— 
Fe Pei re PAY(P) EC 


équation linéaire en x, qu'on intégrera, d’après le n° 253, en 
posant 


. dv du ; 
(CHUTÉ UN, Dr LAN DE EU Hp AU ee AUD ENS 


On tire de la deuxième de ces relations 


de dp = f l P = I ; 
IÉSIEEn An enr Apr LEP) 
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c’est-à-dire 
P 


P = —— 0 


Vp?+1 


Portons cette valeur de # dans la troisième relation (6); il vient 


du à ; 
D EE AUA 
d’où 
Vp°+i 
et enfin 
) D PT Ne D RTS CE DR 
PT 9 lYp?Er VP?+1 


Reportons-nous maintenant à l’équation primitive (5); nous 
avons 
NT CR)OP RAR 


T ll 
8) yÿ=—-+V(p)= = = Cne 
RASE AN, res ae ON ÿCP 


Les relations (5) et (8) définissent, pour la courbe générale 
cherchée, les coordonnées x, y d’un point en fonction d’un para- 
mètre p; le problème est théoriquement résolu, il ne reste qu'une 
quadrature à effectuer. 


Remarque. — En vertu de la Remarque du n° 261, les courbes 
qui coupent sous un angle fixe les tangentes d’une courbe donnée 
sont les intégrales d’une équation de Lagrange : le problème des 
trajectoires des tangentes à une courbe conduit donc à une équa- 
on de Lagrange; ou vient de le constater pour les trajectoires 
orthogonales. 


279. Exemple III. — 7 rajectoires orthogonales d’une famille 
de cercles. — Soient les circonférences 
(9) (x —a)+(y—p}=R=0, 


où 4, 6, R sont des fonctions données d’un même paramètre t; 
pour trouver l'équation différentielle de leurs trajectoires ortho- 
gonales, 1l faut éliminer £ entre l'équation précédente et la relation 


(0) @—a)Ÿ —(y=B)=0. 
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Cette élimination n’est possible que si l’on a explicitement 4, 8 
el R en fonction de £. On peut tourner la difficulté en changeant 
d’inconnue et de variable. 
Posons 


(11) Dore 


= tan£g 0 : 
TX — à le] , 


nous avons, en tenant compte de (0), 


- Land RL Aie 


sinÔ cos 


(12) y =8+Rsin0, æ=4+R cosl, 


4 


relations équivalentes à (9) el (1 b}e 

Entre les équations (10) et (12), cherchons à éliminer x et y, 
de manière à obtenir une équalion différentielle entre 8 et #. Nous 
irons de GHo 


dy = Rcosô dô + dt(B + R'sin0), 
dx =— R sin0 dû + dt(a' + R'cosû), 


a!, Ê', R désignant les dérivées de x, 8, R par rapport à &. 
Portons dans (10) ces valeurs de dx, dy, et les valeurs (12) 
de + et y; nous obtenons l’équation différentielle en 4 et £ : 


R dB + dt(B' cosô — x'sin0)= 0 
ou 
dû G’ ! 


Œ 5 
A AP KR sin0 10: 


; (] 
Prenons pour inconnue lang =» en posant 


2 du 


( 
tang —- — u; d’où dû — ——— : 
2 1 + u? 


l'équation différentielle précédente devient l'équation de Riccati 


du mA Be 2) 24" 
PRE an UN O0, 
dt R R 
On saura l'intégrer si l’on en connaît une solution, c’est-à-dire 
si l’on connaît & priori une des trajectoires orthogonales des 


cercles proposés. En intégrant, on aura &w, et par suite 0, en fonc- 
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uon de # (et d’une constante arbitraire); les équations (12) donne- 
ront alors æ et y exprimés en {, ce qui définira la trajectoire 
orthogonale générale. 


Application. — Siles cercles donnés ont leurs centres en ligne 
droite, cette droite sera évidemment une de leurs trajectoires 
orthogonales, et l'équation de Riccati pourra s'intégrer. 

Par exemple, considérons les cercles dont les centres sont 


, \ I . . 
sur O x, et dont le rayon est égal à = fois l’abscisse du centre : 
(Ta PE Poe 
nm 


Prenons, pour {, l’abscisse à; nous aurons 


du mu du 4 
D——— 2 = 0 ou — = JR 0» 
da a u d 


ce qui donne 
u = Ca’, 


() 
et par (12), puisque w — Lang =» 


œ 2 Can a 1— Ca?” 
= — ; T=2+ ) 
4 m 1+ C'a2” m 1—+ Ca?” 


équations paramétriques des trajectoires orthogonales, & étant le 
paramètre variable. 


Lignes de courbure et lignes asymptotiques. 


280. Lignes de courbure. — On a vu dans le Tome I que les 
lignes de courbure d’une surface s’obtiennent en intégrant l’équa- 
tion aux directions principales : c’est une équation différentielle 
du premier ordre. On à déjà (Tome I) donné des exemples, dans 
lesquels l'équation différentielle est du type à variables séparées ; 
en voici d’autres. 
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281. 1° Quadriques à centre : 


dv? y? g? 
ae Ge 


L’ordonnée z étant regardée comme fonction de x et y, l’équa- 
uon différentielle des lignes de courbure est (Tome I, n° 428) 


+ p? pq Sat de 
(1) 4 S [A — O, 


9 


dy? —dxdy  . dx! 


P: 9,7, s, t désignant, comme d'ordinaire, les dérivées premières 
et secondes de 3 par rapport à x et y. 

On calcule p et g en dérivant l’équation de la surface par 
rapport à æ, puis par rapport à y, ce qui donne : 


2 2 
C T C V 
br A 
5 


puis, par de nouvelles dérivations, en tenant compte de l’équation 
de la surface, 


Portant ces valeurs dans (1), on obtient après réductions, et 
en tenant toujours compte de l’équation de la quadrique, l’équa- 
uon différentielle 


CV 2 dy?— xy Ge _—_. dx? 
+ (TE se - a? 0?) de dy — 0 
ou 
(2) ay (D) + (et ap Bb TV = 0, 
en posant, pour abréger, 


C’est là une équation différentielle qui ne rentre dans aucun des 
cas intégrables. Monge a observé qu'on peut l'intégrer par la 
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méthode de dérivation (n°269, 1°); nous indiquerons ici une mé- 

thode plus rationnelle. > 
Si l’on muluplie par y le premier membre de l’équation à 

intégrer (2), on voit que y ne figure que dans les combinaisons 


et y Ÿ'; ilest donc indiqué de prendre y? | 
J*ety-531lest donc indiqué de prendre y? comme inconnue. 
Ainsi, on posera y?— u, et, à cause de la symétrie que présente 
l'équation, æ?—= p. On a alors 


u dx du 
Er ah 


et l'équation (2) devient, après division par W/+, 
du \? d 
a(T) +(0—Au—B)T—u=0, 


équation linéaire en uw et © (type deLagrange ). Résolvons-la par 
rapport à l’inconnue w, nous trouvons 


£ 


pu'(Au'+1)— Bu u 
= ———— —vu—B——, 
Au'+:1 Au'+;i 


du ) : ; te 

en posant w'— De c'est une équation de Clairaut, dont on obtient 
l'intégrale générale (n° 263) en remplaçant w’ par la constante arbi- 
traire À; on a donc, pour la relation cherchée entre w et », 


#1, _ BA 
PUR CUT 
et, en revenant à æ et y, 
3 2— )x2- PIB 
9 TS AÂ+I 


Telle est l’équation des projections des lignes de courbure sur 
le plan des zy : elle représente des coniques. Les lignes de cour- 
bure sont donc algébriques; on peut aussi en déduire qu’elles 
sont à l'intersection de la quadrique proposée avec les quadriques 


9 


PERTE Re r" ° 44 
homofocales PE ni Th Dear rs 1 (voir Tome I, n° 446). 


2° Paraboloïde : 
23 = a'x?+ b'y?. 


MT, QUE OURS l'i0x, 0) 1 D 
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et l'équation des lignes de courbure, prise sous la forme (E), est 


PNA 
a b?xy (7) +(d'— a+ ab'x2— 1'b2y2) Fe — a"b'xy — 0. 


C’est une équation qu'on ramène à la forme (2) en posant 
b' LD: 
A = 59 B = STE ne € 
a a'?b 
6 a ’ 7e = " Lie LES & 
L'intégrale générale est donc, d’après (3), 


DE À 


ECS D PO COR ve | 
IE ee AD IG DIX 


Les projections des lignes de courbure sont encore des coniques, 
et ces lignes sont algébriques. 


282. Lignes asymptotiques. — Les lignes asymptotiques d’une 
surface, donnée sous la forme 
x =T(u,v), J = y(u, 9), 3 —=2(u,v), 


s’obtiennent (Tome I, n° 430) par l'intégration de l’équation diffé- 
rentielle 


do dv \? 
Fa RS. ESS es 
(4) R+2s ne) 10, 


qui est du premier ordre. Rappelons que R, S, T sont des fonc- 
tions de w, », dont les valeurs proportionnelles sont respective- 
ment 


\ 


À, B, C désignant les coefficients du plan tangent, à savoir 


283. Exemple. — Lignes asymptotiques des surfaces réglées. 
— Une droite de l’espace 


(5) \ Y = au + bo, 


H. — IL. 20 
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engendre une surface si @&4, by, &», b», az, b3 sont des fonctions 
d’une même variable, v. Les équations (5) définissent donc para- 
métriquement les coordonnées des points d’une surface réglée, en 
fonction des deux paramètres w et #. On a alors 


dy 0z 03 0Y ; ' 
5 … dœ ou ® — CAE nee A ER Es 


DER CREER = u(azsa,—aa,)+ a30 — ab;, 
CES nt CNE =u(aa, —aa,)+ ab, — ab, 
d,, D,, -élantilésidérnivées dé pc ADATITADDOEtAE 


: , x 0? z s 
On calcule sans difficulté —- , et l’on obtient les valeurs 


SD ., RES 
ou? op? 


proportionnelles de R, S, T, qui sont de la forme 
OAV) UTE CP) ERA PISE AUS 


f, ©, Ÿ, y étant des fonctions de # qu’il est inutile d'écrire tout au 
long. L’équation différentielle (4) s’écrit donc 
de 


du | 2/0) + Lu g(e)æ+ pe) + 1 se 


Elle se décompose en deux : 


L° "0; d’où p= Const. 


les lignes correspondantes sur la surface sont les génératrices 
rectilignes. solution évidente du problème (Tome [, n° 435). 


du 
2° = =Mu?+Nu+P, 

dy 
M, N, P étant des fonctions de » seul, C’est une équation de 
Riccati. qu’on ne sait intécrer que si l’on en connaît une solution 

» q 5 ] 
paruculière - elle conduit à une propriété géométrique intéres- 
sante des lignes asymptotiques de la seconde série. D’après la 
£ JP P 

remarque du n° 259, le rapport anharmonique de quatre solutions w 


(!) Car, dans la valeur proportionnelle de S, le coefficient de w est 
ai (a d,—a;a;,)+...+..., 


quantité nulle identiquement. 
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7 
de l’équation de Riccati, pour une même valeur, quelconque, de 
la variable v, est constant; c’est-à-dire que le rapport anharmo- 
nique des quatre valeurs de &w qui correspondent aux points où 
une même génératrice recliligne mobile (e — const.) coupe quatre 
lignes asymptotiques fixes est constant. Or, sur une droite donnée 
sous la forme (5), le rapport anharmonique des quatre valeurs 
du paramètre w qui correspondent à quatre points de la droite 
est égal au rapport anharmonique de ces quatre points, par 
exemple au rapport anharmonique de leurs abscisses; donc : 


Quatre lignes asymptotiques d’une surface réglée coupent 
une génératrice rectiligne en quatre points, dont le rapport 
anharmonique reste constant quand la génératrice varre. 


284. Cas particulier. — Si la surface réglée admet une droite 
en dehors des génératrices, c’est-à-dire si celles-ci rencontrent 
une droite fixe, cette droite est une ligne asymptotique et fournit 
une solution particulière de l'équation de Riccal, qui peut dès 
lors s'intégrer. 

C'est le cas, parexemple, des surfaces réglées à plan directeur : 
la droite fixe est alors la droite à l’infint du plan directeur. 
Traitons directement ce cas particulier. 


Prenons pour plan directeur le plan des yz: une génératrice est 
4 == XL, 


3=My+n; 


elle engendrera une surface si m et n sont fonctions de x; l’équa- 
uon des surfaces considérées est par suite 


(6) 3 =7p(rz)+ (x). 


Si l’on considère x et y comme les paramètres w et », l'équation 
différentielle des lignes asymptotiques est (Tome I, n° 428) 


r dx?+ 2s dx dy +tdy?=0, 


RATES , 023 023 0?3 
, S, t désignant —;————;t—": 
r,S, esIis ne ? da 07° op? 


Or l'équation (12) donne 


p=Y? +", r= y "+ Ÿ”, q =®, Si0 t—0 
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d’où, pour léquation différentielle des lignes asymptotiques, 
(@2) (y ®"+ 4") dx? + 29" dx dy = 0. 


On a d’abord la solution dx — 0, d’où æ = const., valeur qui, 
portée dans l’équation (6) de la surface, donne les génératrices 
rectilignes. Après suppression du facteur dx, la relation (5) s'écrit 


, dy L/4 Ua 
(8) BP LRO IUT FTAO! 


équation linéaire en y. 

Comme les génératrices se projettent sur le plan des xy suivant 
des droites parallèles à Oy, on déduit de là, par la remarque du 
n° 256, cette propriété géométrique, que l’on aurait pu obtenir 
aussi comme une conséquence de la propriété générale des asym- 
ptotiques d’une surface réglée : 


Trois lignes asymptotiques d’une surface réglée à plan 
directeur déterminent, sur chaque génératrice rectiligne, des 
segments dont le rapport est constant. 


L’équation (8) s'intègre par la méthode générale; on trouve 
ainsi : | 


équation des projections, sur le plan des xy, des asymptotiques 
de la seconde série. 


Trajectoires sur les surfaces; systèmes conjugués. 
285. Trajectoires. — Le problème des trajectoires sur une 
surface se traite comme le problème analogue sur le plan. 
La surface étant représentée paramétriquement (axes rectangu- 
laires) par 


(1) g=æ&(U, NV), y=Y(U,N) == (0) 


proposons-nous de chercher les courbes qui coupent sous un angle 
donné, #, toutes les courbes représentées, sur cette surface, par 
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l'équation 
(2) F(U, Ve C'}=10; 


où C désigne un paramètre, variable d’une courbe à l’autre. 

Soit (w, e) un point quelconque de la surface, il passe par ce 
point une courbe de la famille (2), et la valeur correspondante du 
paramètre C est donnée par l’équation 


(3) ÉCH1P A 07)="0" 


si l’on se déplace sur cette courbe, à partir du point (u, 6) les 
différentielles Ôu et de sont liées par la relation 


(6) AE OF" 
(4) (a Jeu + (Se) = 0, 
0F 


les parenthèses indiquant que C a été remplacé dans 4. et —; par 
L ou op 


sa valeur tirée de (3). Les paramètres directeurs de la tangente à 
la courbe considérée, au point (w, 6), sont proportionnels à 
0x OT 


S (nee (324 N 
— OÙ + — 0, —— QU + 
ou 


Y 02 
“— 0p — 01 
ou dv 


l 
CoEe du 0 


c’est-à-dire, en vertu de (4), à 


0x f.0F) ae dy [0F dy {/0F 
AISÉE Ou }” ou mi) 09 \ Ou /? 


\ 


| 03 /0F 0z /0F 
du er ou |” 


\ 


(5) 


Quant aux paramètres directeurs de la tangente en (u, v), à la 
trajectoire cherchée, ils sont proportionnels à 


3 Ô 
(6) Te. dy, TN T do, TS do : 
u ou (e ou dp 


en écrivant que les deux directions (5) et (6) font entre elles 


do 
du 
l'équation différentielle des trajectoires cherchées. 


l’angle 0, on obtiendra, entre w, 6 et ——; une relation qui sera 


286. Exemple. — Pour obtenir les trajectoires des courbes 


e )F 0F 
p — C, on fera, dans (5), (: ES ( 


_ — }—=1, ce qui donnera, 
ou 0p 
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pour l’équation différentielle finale, 


“A 0. ) 0 }y Z 1) Ô 
D du + SE do) + (2 du + de) + à du + de | 
Ene UD ou 06 ou ou 


dp ou où APT ou 
vie du + DE do) +. He. /() + (2) + (SE) 
ou, avec les notations du Tome [ (n° 412), 
(7) ne SES ete 
VE du?+ 2F du de + G dv? VE 
Application. —— Cherchons les trajectoires obliques des méri- 


diens d’une surface de révolution. La surface étant représentée 
paramétriquement (Tome I, n° 416) par (!) 


T=IUICOSY, 


Y = Usinp, PETJAR TS 


— CG, et l’on a (:bid.) 
E=i+f?(u), Fi 6; Gin 


L'équation (5) s'écrit dès lors 


les méridiens ont pour équation oO 


s A dufi + f'(u)] 
MESRINE 


ou 
du?[1+ f'?(u)] sin?6 = uw? de? cos?6. 


Séparons les variables, il vient : 


duyi+ f'(u) — do cot 8 
u ri 


d'où, pour l’équation en w et 6 des trajectoires cherchées, 
du y —-5 — 
Î Ve + fu) = + cot8 + const., 
ee uU 


résultat conforme à celui qui a été obtenu, avec d’autres notations 
et par une autre méthode, au n° 469 du Tome Î. 


287. Systèmes conjugués. — Deux droites, tangentes à une sur- 


face en un même point, sont dites conjuseuées lorsqu'elles sont 
P ; JUS q 


(') L'axe de révolution est Oz; la méridienne, dans le plan z0x, est z= f(x). 
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conjuguées par rapport aux asymptotes de lindicatrice de la sur- 
face en ce point. 

La surface étant représentée paramétriquement, les cosinus 
directeurs d’une direction tangente au point w,e sont (Tome I, 
n° 340) proportionnels à 


0x 0x dy dy 03 _ Ôz 
ju du + 5 dv, Su du + So Fr Ur Jo 
do é 
ou, en posant = — À, à 
0x 0x dy 0Y 0z 03 
o — + À —) Rand une ES A SÿE 
(4 MERE PAGE PTE 


À désignant un paramètre, variable d’une tangente à l’autre. 
: L ; do 
Pour les directions asymptotiques, les valeurs de --, ou À, sont 
9 du ? 
données (Tome I, n° 427) par l’équation 


(9) R+92SÀ+TÀ2= 0, 


R, S, T ayant l'expression indiquée plus haut (n° 282). 

Il résulte de la forme linéaire en À des quantités (8), et des pro- 
priétés classiques de l’homographie, que le rapport anharmonique 
de quatre droites tangentes à la surface en w, » est égal à celui 
des quatre valeurs correspondantes de À : donc, pour exprimer 
que les deux directions qui répondent aux valeurs À, et À; du para- 
mètre À sont conjuguées, il suffit d'écrire que le rapport anhar- 
monique de À,, À», et des deux racines W/, À” de l’équation (9), est 
égalà —1, ce qui donne 

À — A1  À"— À; 
ee 


Ou 
D'AVRIEE À1 À — (AS —+ À») (À'+ À") —=,0, 


c'est-à-dire, en vertu de (9), 
(10) RÆESOIEAI+ETA À —= 0. 

Soient maintenant, sur la surface, deux systèmes (ou familles) 
de courbes, simplement infini chacun, C et C’; on dit qu'ils sont 


conjugués si, en chaque point de la surface, les tangentes aux 
courbes C et C' qui passent par ce point sont conjuguées. 
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Le système C étant donné, la détermination d’un système con- 
jugué revient à l’intégration d’une équation différentielle du -pre- 
mier ordre qu’on formera comme il suit. 

Soit F(u,v, C)—o l'équation des courbes dû système C, 
C étant un paramètre variable d’une courbe à l’autre; en vertu 
de (5), la valeur de À qui répond à la tangente menée, au 
point w, vw, à la courbe du système qui passe par ce point, est 


oF : 0F À ] hè L di . C , , 
à ep ILE Lee EE parenthèses indiquent toujours que a êle 


: 0F 0F Ms : 
remplacé, dans € _ par sa valeur tirée de F{u, 6, GC) = o. 


Pour la tangente à la courbe du système conjugué qui passe par 


de 
du 


OF \ JF 
(S) do fa ds 


PE a El du Ÿ 
ci ) 


\ \ 


u. w, la valeur de À est ——; on a donc, d’après (10), 


(11) RES 


équation différentelle des courbes du système conjugué. 


Exemple. — Si le système C est le système 6 — const., on devra 
£ É 0F 0F\ : 
faire, dans (11), (%) 0. 5) == 1, et il restera : 
R du: + S dv =0: 


Si S est identiquement nul, cette équation donnera uw — const. 
et réciproquement. Par suite, la condition nécessaire et suffisante 
pour que les deux systèmes w — const. et 0 — const. soient con- 
Jugués est qu’on ait S — o, quels que soient w et e. 


V. — ÉQUATION D'EULER. 


288. — Soit T(x) le polynome du quatrième degré 
Axi+oBz3+ Crx?+o2Dr+E; 


on nomme équation d’Euler l'équation différentielle du premier 
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à dx dy 


(1) a ——() 
VT(x)  VT(y) 
Elle s'intègre immédiatement par quadratures, puisque les va- 
riables sont séparées; la solution se présente ainsi sous la forme 


DCR) (= COnST 


F(x).et F(y)étant des fonctions transcendantes. Euler a observé 
que la solution générale de (1) peut aussi se mettre sous une forme 
algébrique par rapport à æ et y; et, de la comparaison des deux 
formes de la solution, il a déduit un théorème d’addition, par la 
voie suivie au n° 246. 


289. Intégration algébrique. — Pour intégrer algébriquement 
l'équation (1), nous ferons appel à la propriété suivante, énoncée 
dans la Note du n° 227 : si S désigne une conique, représentée 
paramétriquement en {, par des équalions du type 


dit2+ bit+o, Gol?+ bol + Co 


ASP ADSEEE C+ Vi NE Pa lobes 


et si T est une seconde conique, coupant S en quatre points dont 
les arguments sont les racines d’une équation du quatrième 


degré T(£) —o, une tangente quelconque de T rencontre S en 


1 


deux points, dont les arguments 4, 4”, et leurs différentielles quand 


la tangente varie, sont liés par l'équation (!) 


dt' dt 
(2) + . = Ÿ, 


VTCE) TEE) 


(!) En raison de l'importance de cette relation, nous croyons utile d’en donner 
ici une démonstration plus directe que celle du n° 227. 

En coordonnées homogènes, æ, y, z, l'équation de T, si l’on rappoñte cette 
conique à deux tangentes et à la corde des-:contacts, peut s’écrire : 


(1) P=B?— AC =; 

A, B, GC étant linéaires et homogènes en x, y: 3. L’équation d’une tangente quel- 
conque de cette courbe sera 

(2) VA+2AB+C—)o, 

À désignant un paramètre variable : car l’enveloppe des droites (2) est évidem- 


ment la conique (1). 
La droite (2) coupe S en deux points, dont les arguments £ sont les racines 
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Cette équation différentielle est, entre £' et t”, l'équation géné- 
rale d’Euler. D’après ce qui précède, on en obtiendra une solution 
en écrivant que la droite qui joint les deux points d'arguments 
L'et 4”, sur la conique S, touche une conique T, coupant S aux 
quatre points dont les arguments annulent le polynome du qua- 
trième ordre T(4). L’équation de cette conique T contient une 
constante arbitraire, puisque les coniques menées par quatre 
points sont en nombre simplement infini : la relation obtenue ainsi 
entre £/ et {” renfermera donc une constante arbitraire, et sera dès 
lors l'intégrale générale de (2). D'ailleurs toutes les opérations à 
effectuer étant algébriques, l'intégrale sera algébrique en £' et #”. 


de l’équation 
(3) MA(t)}+2B(t)+C(t) = 0, 


A(t), ... désignant ce que deviennent A$... quand on y remplace æ, y, z 
par at+bt+c, al+..., al+.... 

Soient £’ et £” les deux racines de (3); si l’on fait varier infiniment peu la tan- 
gente (2) en remplaçant À par À + dà, t'et £” éprouvent des variations dt'et dt” 
qu'on obtient en différentiant (3). On trouve ainsi, en désignant par f(é£) le pre- 
mier membre de (3), 


di f'(£") +—2dA[XxA(E) +-B(£4)] = 0, 
dt" f'(t)+2dA[AA(E)+B(£)] = 0, 
d’où 
du dé” 


I I 
GI Strat [+05 + al 


Or f(t)=a(t—t)(t—£{"), a étant une constante par rapport à £, et l’on en 
conclut de suite que f'(t')}+/f'(£") est nul identiquement. Donc, en vertu 


de (4), 


dt' dt 
(5) Q 


Mais, d’après l'équation (3), que vérifient £' et £”, on a 
AA(#)+B(#) =+VB(E) — A(&) C(E'), 
AA(E)+B(#) = VB) A (1) CCE); 


‘et comme d’ailleurs B?(£) — A(t) C(é) n’est auire chose, par (1), que T(é), 
l’équation (5) s’écrit : 
dt’ dt” 


—— EE  ———— —= 0. CENOS SF AD: 
VTC) MR OT) 


CHAPITRE 1. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 315 


290. Cette méthode permet de choisir à volonté la conique S 
el sa représentation paramétrique, à chaque choix correspondra 
une forme algébrique différente de la solution de l'équation d’Euler, 
ces formes étant d’ailleurs équivalentes entre elles. 


2 


Prenons par exemple pour S la parabole 7 — x?, représentée 


paramétriquement par les équations 


T= L, v=x?. 


La droite qui Joint les points d'arguments #’ et {” sur cette courbe 
a pour équation ; 


« 


D UTC EUR) EE, 
ou, en posant pour abréger + {= s, tl= p, 
(5) MD or 
Les quatre points de la parabole dont les arguments sont racines 
de l'équation 


T(t)=Att+oB#+Cf2+2Dt+E—=0o 
sont évidemment sur la conique 

Ay?+2Bzxy + Cr?+2Dr+E—ot(t); 
donc l’équation générale des coniques T, menées par ces quatre 
points, est 


(4) Ay?+92Bxy + Cr?+oDr+E+ol(r?—y)=o, 


À étant un paramètre arbitraire. D’après ce qui précède, la solution 
de l’équation d’Euler (2) s’obtiendra en écrivant que la droite (3) | 
touche la conique (4), c’est-à-dire en exprimant que l'équation aux 
æ des points de rencontre a une racine double. Cette équation 
étant 
Z'(As?+2Bs+C+92À) 
— 2x7(Asp+Bp—D+is)+ Ap?+2kp+E —o, 


la relation cherchée entre £! et {”, ou entre s et p, sera 


(Asp +Bp—D+As} —(As?+9Bs+C+2X)(Ap?+2ip+E)—=o, 


(') Car en faisant dans l’équation de la conique æ = t, y = €, on retrouve 
équation T(£) = 0. 
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e 1 « . . 
et, si l’on ordonne par rapport à la constante arbitraire À, 


À2(52— 4p)—2X(Ap?+ Bsp + Cp + Ds+E) 


5 
2 + (B?— AC) p?— 2 AD sp—AEs2— 2BDp—2BEs+D?—CE = o. 


Telle est, en supposant s et p remplacés par #'+ 4” et t'{", l’inté- 
grale générale, sous forme algébrique, de l’équation d’Euler (2). 


291. Autres formes de l'intégrale algébrique. — Résolvons 
l'équation (5) par rapport à la constante À; nous avons 


_ Ap?+Bsp+COp+Ds+E+V#(s,p) 
SEA D 


À 


ce qui est une nouvelle forme de l'intégrale (5). La quantité sous 
le radical (5, p)est un polynome en s et p, et par suite en £/ et d’; 
elle a une expression remarquable, qu’on pourrait découvrir a 
priori sans calcul, mais que nous nous bornerons à indiquer, en 
laissant au lecteur le soin de la vérifier. 


On a, d’après (5), 


f(s,p) — (Ap?+ Bsp + Cp + Ds+E}) 
— (s2— 4p)[(B?— AC) p° — 2 ADsp 
— AËst—:BDp—2BEs +D?=CE] 


et, en remplaçant p et s par 4/#” et t’ + t”, on reconnaît aisément 
que le second membre est égal au produit T{#) T (4). On a donc 


_ Ap?+ Bsp + Cp+Ds+EX+ VC NT CE) 


6 À 
ni 2 — ip 


relation qu’on peut encore simplifier. 

Multiplions en effet les deux membres de (6) par 2; retran- 
chons et ajoutons au numérateur du second membre la quan- 
uté T(4) + T(77); nous trouvons : 


mA — TE) —T(#) +2Ap?+92Bsp+2Cp+2Ds+2E+[/T@+VT() |? 
S—4p 


Or, en remplaçant T(#) et T(#) par leurs expressions 
AUS+,.,., AËTL,.,.., on trouve sans difficulté 


— T(#) —T(#) + 2Ap?+ 2Bsp +20p +2Ds+2E 
= A(E— 1) aBs( 7) Cr), 
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et, comme le dénominateur de 2 À, à savoir s?— 4p, est égal à 
(é+epP— acte", 


c’est-à-dire à (4! — #")?, il vient 


RSete T/f 
(7) CE 


forme classique, due à Lagrange, de l’intégrale de l’équation 


d'Euler (2). 
292. Application. — Soit le polyuome T(t) = 44— gt — g3; 
l'équation d'Euler (2) 


dt LE 
== + 73 7 
PARC NI ENT NE FR NE 


— 0O 


s'écrit, si l’on y pose D p (Us Lise) be pi 2e, Sa 


du + dv — 0, 
d’où, l'intégrale générale 
(8) C=u+v. 


Une autre forme de l’intégrale est fournie par l’équation (3), 
où l’on fait 


! 


ASC 0, B'="2, LATE, HS SNCE 


c’est-à-dire 


pit) 


(9) 2h = (put pe)+ (RER 


À désignant la constante arbitraire. D’après le n° 245, les seconds 
membres de (8) et de (9) sont fonctions l’un de l’autre, c’est- 
à-dire qu’on a 

I (PS RD 


(10) FD UNSS pu —py 


n ) =e(u+e) 


Pour déterminer la fonction inconnue , on donne à # une 
valeur très petite et l'on développe le premier membre suivant les 
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puissances croissantes de ©. Il vient : 
La 


piu Eve p Na = (rer) 
p 


u — pp I : + pu p— CPE... 
P P RE rame IE J d 
l 
(ta 9 VD USED 
p 
et, par suite, 
! ! \ 
—pupo+ (Eire) 
FLPHTSPE 
I I 
Pl: — Cini+,..+  +2PU+...=put+..., 


les termes non écrits s'annulant pour # —o. Donc, à la limite, 
pour 6 — 0, l'équation (10) donne 


o(u)= pu, 


el celte équation (10) s'écrit par suite : 


NE: 


Pire). 


I 
ptu+e)+pu+pe= (PIE 


% 

Il faut prendre, au second membre, le signe —, parce que, 
pour u — +, le premier membre reste fini et que, dès lors, le 
second doit l'être également : finalement, on retrouve ainsi la 
formule d’addition de pu, à savoir 


F ma r 2 
p(u+r)+purpez= ; (es) . 


pu—pyr 


C’est par ce procédé qu'Euler, puis Legendre, ont obtenu la 
formule d’addition de la fonction sn u. 
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CHAPITRE IL. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'ORDRE QUELCONQUE. 


I. - CAS DE RÉDUCTIBILITÉ DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


293. — 1! n'y a pas de méthode pour intégrer une équation 
différentielle générale d'ordre 7; on ne peut que signaler certains 
cas où il est possible de réduire l’ordre de l’équation, c’est-à- 
dire la ramener à une autre, d'ordre inférieur. 


294. Premier cas. — La fonction inconnue et ses k — 1 pre- 
mières dérivées ne figurent pas dans l'équation, qui est dès 
lors de la forme 

| dk dn 
EE 7 )= 0 


 dak ‘""? dan 
= 5 e dA f 
Ilsuflitévidemment de prendre pour nouvelle inconnue DE = U) 
et l’on a 
: du dk u\ fe 
“h D rte re lt 
équation dont l’ordre est inférieur de Æ unités à celui de la pro- 
k Va 
LA œuf ae ‘à “ x F = 3 HE z ) « 
posée. Si on peut l’intégrer, on aura LA = u(x), d'où 


dk1 y 

a 1 u dx, 

k—2 

_— _— [ dr fur, "Tu elÉ 


L'inconnue y s’obtiendra donc par Æ quadratures successives, 
introduisant chacune une nouvelle constante; avec les n —%k 
constantes que renferme #, on aura bien les 7 constantes requises 
pour l'intégrale générale y. 

On peut d’ailleurs remplacer les £ quadratures successives par 


une seule, 
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: 1 is , , NE , H , ES 
Soil, en effet, d’une manière générale, a Intégrer l'équation 


dm\Y . 
(1) rom: = P(T). 


Considérons la fonction 


= x Fe Z Lg . 

= ppp) 9) 2) ds; 
je dis qu'elle vérifie (1). En effet, en appliquant la règle de déri- 
vation sous le signe 4e OA 


dy _ ; À m—2 4 z : m—1 
no nl (3) (T — 3) ent Ant E ES 


Le second terme est nul, et l’on a de même : 


dy 2 I . SCT 
me ll AC 0e 


dm-1 y Le 
dam TJ p(z) ds 
dr 


ce qui établit la proposition. 
Si, maintenant, on désigne par Ÿ l’intégrale générale de (r) et 
qu’on pose : 
YU 


u étant l’inconnue nouvelle, on aura : 


dm y dm u du 


—— ) —— 
dxm dem pr), d'où Le 
et, par suite, 
UE CG: vm—-1i + Cox? +. . + me TX + Ur 


les C étant les constantes arbitraires ; l'intégrale générale de (1) 
_est donc 


Y — es p(3) (x — z)"-1d3+P;_1(x), 
; 0 


Ph_1(x) étant un polynome arbitraire en x, d’ordre m — 1. 
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295. Deuxième cas. 
l’équation 


(2) ICE 7%) = 0 


* dx dx? dx" 


La variable x ne figure pas dans 


On ramène ce cas au précédent en prenant + comme inconnue 
el y comme variable, car on obtient ainsi une équation où l’in- 
connue ne figure pas. Les formules qui expriment les dérivées 
de y par rapport à +, en fonction des dérivées de x par rapport 


_ : d 
y, se trouvent aisément; 1l suffit d'observer que 2 c'est 


dx 
Va: dx 
à-dire y/, est l'inverse de TA ’est-à-dire æ' (Tome I, n° 102). 
On a ainsi 
j [ 
Her 
et. ANTES L'08 SAT a MERE a 1 —# 
TT Gr? dy 7 ALBI O TE Li DA 28 ? 
ET OI LE +) = — xx" +32"? 
À dx) + dy Lau mis É 
/ . dy 
Autre méthode. — On prend y comme variable et de COMME 
inconnue. Posons donc 
CARE 
LT 


. REC : l 
et cherchons à exprimer TRS ehitonclion de P SÉPAE 
TE ? dy 


On a 


RP GP 
de dr (&) ay 
P 


Ch d dp _d ee) - Rue D (a 2 
dx dx (7 &) = Pay C dy A dy? au 4 ge) À 
2 


d' 
et ainsi de suite; Nm a s’exprimera en fonction de p et de ses (nr — 1) 


premières dérivées par rapport à y. Portant ces valeurs dans la 
proposée (2), on aura une équation d'ordre (nr — 1) en p; si on 
peut l'intégrer, soit ei 


H. — II. 21 
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sa solution générale, renfermant 7 — 1 constantes : on aura 


Le GE, d’où Te tie ay + const., 
P g(Y) 


ce qui donne l'intégrale générale de (2) avec les » constantes 


nécessaires. 


296. Troisième cas. — L'équation est homogène par rapport 
à y et à ses dérivées, c’est-à-dire ne change pas (à un facteur 
près) si l’on remplace y par Ày, + élant inaltéré et À désignant une 


constante. : 
On posera 
y — 6%, 
d’où 
dy _ , dz 
FPE TE 


dy _[ d?z dz \? 
rnskoles.| 
Substituons ces valeurs dans la proposée: e° sera en facteur 
dans tous les termes, à une certaine puissance, en raison de l’ho- 
mogénéilé; après suppression de ce facteur, l’équation ne con- 
tiendra plus 3, car, dans y et ses dérivées, 3 ne figure que sous 
la forme e°. On trouvera ainsi une relation de la forme 


f dz d?z d' z 
V5ope 2070 SN Er UE (0 
dx dx? dx" / 


, ® \ C 
équation d'ordre 7 — 1 par rapport à re 


297. Quatrième cas. — L’équation est homogène par rapport 
à x, y, dx, d?y, ..., d'y, c'est-à-dire ne change pas quand on : 
remplace æ par Àx et y par Ày : c'est une généralisation des 
équations homogènes du premier ordre. Pour intégrer, on change 
d'inconnue en posant 


VuT, 
u étant l’inconnue nouvelle, et l’on forme l'équation différentielle 


à laquelle satisfait w. 
Or, quand on remplace x par Àx et y par ? y, u reste inaltéré; 
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donc l’équation différentielle en &w ne changera pas quand on rem- 
placera æ par Àx, w restant inaltéré : si dès lors on prend &w pour 
variable et x pour inconnue, l'équation différentielle en x sera 
homogène par rapport à æ et à ses dérivées, ce qui est le troisième 
cas de réducuon. 


II. — APPLICATIONS. 


298. C’est surtout pour les équations différentielles du second 
ordre que les procédés ci-dessus de réduction sont importants; 
dans les cas où ils sont applicables, ils conduisent à des équations 
du premier ordre, qu’on peut parfois intégrer, ainsi que la Méca- 
nique en présente de nombreux exemples. On donnera ici d’autres 
exemples empruntés à des problèmes géométriques. 


299. Courbe élastique. — 7ouver une courbe plane (passant 
par l’origine) dont le rayon de courbure soit inversement 
proportionnel à l’ordonnée. 


L’équation du problème est 


24 2 V 
(1) 3 


e/ 


5 
CEE 


elle ne contient pas x (second cas de réduction); on posera donc 


et la proposée deviendra 


> dp 2 
LT En e = dy. 
Gi + pt} 


Les variables sont séparées ; intégrons : il vient 
L vi— C0 


(2) — —— = ——,; (C constante arbitraire), 
EEE 
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d'où 
dy (y =C} 
DÉS EUES NE PA RER D 
PT dx (y?—Cy 
(y2— C)dy 
Ut — 4 ) 


on est ramené à une différentielle elliptique, le polynome sous le 
radical est bicarré. Posons alors, pour réduire le polynome au 
troisième ordre, 


Ep u du 
# au — Gy(u?— at) 


On introduit les fonctions elliptiques en posant 


: 2 
ex= C—+0G—=-:0, 
ù) J 
Lie REA 
U = DPheh =rOM ere AT, 
d d 
RL NES 1, 
, à S RS 
d’où, en intégrant, 
pen C à. 
(4) mn pote C) SERA 
| J J 


Joignons-y l’équation (3), 


Frans 2 FE er 
eh Noa te = 1/3 C—pr=Vea—pr, 
nous avons æ et y exprimés en fonction d'un paramètre, 6, ce qui 
définit la courbe cherchée. 
Ecrivons que la courbe passe par l’origine, c'est-à-dire que 


x—= 0, pour Yÿ —=0; y s’annule pour ? = w,, on aura donc 
O—=— fwy+ — wy+ Cr, 
e) 


ce qui détermine la constante C’, et, par suite, 


à | 


x =— (fe —Ews) + (er — w2), 
3 


Ji — NAT P p, 
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Ilest maintenant plus simple de prendre pour paramètre 0 — w,, 

c'est-à-dire de poser 6—{+w,; en appliquant les formules 
p(t + wow) du n° 199 et (4 + w4) du n° 197, on trouve 


NEA RARE RE 
à 2 pl —ex At 
pe /lea—e,)(eg— ex) SV SEE 0 CRESNCEELT 
\ pt (22,7 pPl—ez Sao) 


On peut prendre devant x le signe +; le signe — donnerait la 
courbe symétrique par rapport à Oy; de même pour y. 

Ces formules permettent la discussion de la forme de la courbe; 
nous laissons au lecteur le soin de la pousser jusqu’au bout, en 
faisant varier {, par valeurs réelles, de — à + +. 


300. Problème. — Trouver une courbe plane telle que les 
Langentes de ses diamètres, aux points où ceux-ci coupent la 
courbe, concourent en un même point (Origine des coor- 
données). 


On a établi (Tomel,n° 72) qu'en un point x, y d’une courbe C, 
- la tangente à la courbe diamétrale qui passe par ce point a pour 
coefficient angulaire 


UE] 
4 


9 
Rd Era 


y, y”, y” étant les valeurs, au point +, y, des dérivées de l’or- 

donnée, y, de la courbe C, regardée comme fonction de l’abscisse x. 
Pour que la tangente considérée passe par l’origine, il faut et 

; : : RU: ; : TS 

il suffit que son coefficient angulaire soit es l'équation différen- 


uelle de la courbe C est donc 


AE A EN ARE 

D ar 
ou 
2 dy {dy £ DB Ve ae 
G) dx (2 -r)-32(92) ES 


C’est une équation homogène par rapport à y et à ses dérivées 
(Troisième cas de réduction); elle est également homogène par 
rapport à æ, y, dx, dy, dy, d'y (Quatrième cas): nous enga- 
geons le lecteur à en essayer l'intégration en appliquant les 
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méthodes générales indiquées plus haut; il sera plus court de 
procéder comme il suit. 


Mettons l'équation proposée sous la forme 


Le premier membre est la dérivée, par rapport à x, de log y”; le 
second, celle de 3 log(xy'— y) : on a donc, en intégrant, 


J'=—C(xry — y}, 
ou 
" 
RE ee 
(zy — 7} 
e ’ r 5 ’ 1j — 
Le premier membre étant la dérivée de — -(xy'— y)"?, on en 
2 
condut 
: Le; 
K) — — C x? —+- ss (4 , 
NÉS ER RE 2 > 
d’où 


el, en remontant encore aux primilives, 
V dx l NA MOTEURS c 
at En Scene a 2 pl re mes api AL 
F x? Cx?+ C C' L $ 
c'est-à-dire 
(Cyr + Gr) = Cri C= 0. 


C'est l'équation d’une conique, quelconque d’ailleurs, avant 
Ï [ue > AY 
l’origine pour centre. Cette solution était évidente & priort; notre 

analyse montre qu'elle est la seule. 


301. Problème. — 7J'rouver une courbe plane pour laquelle 
le rayon de courbure en chaque point soit proportionnel au 
rayon vecteur du méme point. 


En coordonnées polaires, b désignant le rayon vecteur, et p’, p” 
ses dérivées première et seconde par rapport à l'angle polaire, w, 
l'équation différentielle de la courbe cherchée sera, d’après l’ex- 
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pression classique du rayon de courbure (Tome I, n° 62), 
3 
(92 + pa)? 
PRES PÉ TOR 


(6) 


— M9. 
Cette équation, ne contenant pas w, rentre dans le second cas 
de réduction; elle rentre aussi dans le troisième, puisqu'elle est 
! 


homogène en p, 2’, 5”. Nous choisirons la méthode de réduction 


du troisième cas, en posant 


(5) oieu, d’où DRAC CR RAI PATAAIE 


/ 


et l'équation proposée deviendra 

3. 

à (1+ u?)° 
—— = m, 
I+u?—u 4 


relation qui ne contient pas &#. On y posera donc (Premier cas) 


du dz 
8 W— = .Z;: VER PE PR 
( ) L du 


et l’on aura, en séparant les variables 3 et w, 


mdz 


(9) CONNECT PS di, 
m(i+ 3?)—(1+ 232)? 
d'où 
dz 
(9 bis) Def 


® m(i+ 3)—(1+ 2?) 


ILest inutile, pour le moment, d’elfectuer la quadrature ; on a, en 


effet, par (8) et (9), 


mzdz 
D EE 


m(i+zt)—(1+ 2°)? 


= 


et, par suite, 


ma dz TE 
LE ee D un 


m(i+3)—(1+ 32)? 


Enfin (7) donne 


m3 d3 
NON PET ET 
'e) — eu = Ce m(1+3?)—(1+ 32)? 
\ 
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. °r . 
et (9 bis) s'écrit 
m dz 


DD pe re 


3 
m(i+z)—(1+ 32)? 


e 


Ces deux dernières relations donnent 5 et w exprimés en fonc- 
ion d’un paramètre, 3, ce qui définit la So tTDE cherchée 
On peut pousser les calculs plus loin; posons, en effet, dans les 


9 


expressions de pet w, 1 + 2? — p?; 1l vient 


£] 


o dv 1 1 
il nos — 8 154 Fiom—e | de 
meute ; ER OT = C———, 


m do 


ONE | CET M CCSN ONR Tps 
J (moe — pv?) Yr2— 1 


Tirons #, en fonction de », de la première de ces relations et 
2 La P 

portons dans la seconde; nous obtenons finalement, pour équa- 

Lion de la courbe en w et », 


mc (G + p) do 
Ou Op + 
Vo?m?—(C “> op 


La spirale logarithmique, qui est une solution du problème 
(Tome 1, n° 383), correspond à C — 0. 


302. Courbe de poursuite. — Un mobile, M4, parcourt l’axe 
des æ d’un mouvement uniforme, avec une vitesse #4; un second 
mobile, M, primitivement en dehors de cet axe, se meut dans Île 
plan avec une vitesse uniforme ?, en se dirigeant à chaque instant 
vers la position qu’occupe M, au même instant, On demande là 
trajectoire de M (Courbe de poursuite). 

Soient x, y les coordonnées de M à l'instant £, le temps étant 
compté à partir du passage de M, à l’origine; on a, en écrivant que 
la vitesse de M est égale à », et que la tangente en M à la trajec- 
toire (!) passe par le point d’abscisse »,t sur Ox, 


(10) Vax?+ dy? dy? = + dt, — Y = SRE 


(!) A savoir la droite Y — y — me (X—zx). 
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Pour obtenir une relation différentielle entre x et 3, il faut éli- 
miner £ : à cel efler résolvons la seconde équation par rapport à 


Col; 
DIR T 4 Fan GE 
D “Ares y HE dx d 
différentions 
fo y" y" 
RMC E REA | — 7) EN E 1er 
. Y 2 Y 2 


el portons celte valeur de d£ dans la première relation (10); nous 


avons 
" 


Pa 


13 


Lo 3 2 


Vi+y'?= 


équation qui ne contient pas æ (Deuxième cas). Nous l’intégrerons 


ici en l’écrivant 


[74 4 
y p 
Gin) ÉRSREN PES re &), 
y y2 V p 


et en observant que le premier membre est la dérivée d’une fonc- 


uon de y facile à trouver. En effet, l'intégrale 


f® 


| du (l u du 
= ou —— 
JO uyi+u? J ui +u? 


se calcule par le changement de variable 1 + u?= :?, et devient 


N'ES [ RES I ES RENTE NT 
(12) — —log = + 109 ——— ; 


À : Æ O = 2 
ca ? & +1 WE ur hi 


le premier membre de (11) est donc la dérivée, par rapport à +, 
du dernier membre de (12), où & est remplacé par 7’. On a, dès 
lors, en remontant aux primitives des deux membres de (11), 


l ET ee 


I [ 
- log — ogy + —logC, 
3} Vi + Y Er ( 7 
d’où 
12 1 24 
I Si . ——— TR y Et 
PR Rerl — Cy?# ou Vi + y'2 — CETTE 
vVi+y?+i eme 
Résolvons par rapport à y'?, nous avons 
A ( "24% le 
19 4Uÿ ! CF J 
AR à 9 /: 3 ? M de C + 
4 ( eS C y?# 1E # 4 I — Goya 
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le radical \/C comportant le signe Æ, Séparons les variables x et y : 
dy(y-# = Gy#) = 9 VC dr, 

d’où, par intégration, en supposant k différent de l'unité, 


1 (e 
9 ER LS CR 
(13) Er 


viré = » YCzx + C:. 
1 + re V 

C'est équation de la trajectoire cherchée; on déterminera les 
constantes C et C/ par les conditions initiales (!). 


III. — LIGNES GÉODÉSIQUES. 


303. Définition. — On a appelé lignes géodésiques d’une sur- 
face (Tome I, n° 451), les lignes, tracées sur cette surface, dont le 
plan osculateur en chaque point est normal à la surface au même 
point. 

Elles jouissent d’une importante propriété : le plus court chemin 
entre deux points, sur la surface, est une gtodésique. La démons- 
tralion rigoureuse nécessite l'emploi du calcul des variations, 
mais on va établir que, sc le plus court chemin existe, ce ne peut 
étre qu'une ligne géodésique. 

En effet, la ligne qui est le plus court chemin entre deux points 
de la surface est aussi le plus court chemin entre deux points 
quelconques pris sur la ligne; en particulier entre deux points 


infiniment voisins M et M’. Mais on a (Tome [, n° 401) 
arc MM'— corde MM'= — Æ2(corde MM'}, 
24 
en se bornant à la valeur principale : £ désigne la courbure de la 


ligne au point M. On voit ainsi que, les points M et M étant 
donnés, l’arc MM! sera minimum lorsque Æ sera minimum, c’est- 


(') Pour £ — 0, le point M, est à l’origine, et M a une position donnée (x,, y) 
dans le plan. On écrira donc que la courbe (13) passe par æ,, y,, et que sa tan- 
gente en ce point passe par l’origine. 
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“ LL I . 

à-dire lorsque le rayon de courbure (z) sera maximum. Or le 
rayon de courbure en M d’une ligne tracée sur la surface étant, 
d’après le théorème de Meusnier, la projection sur le plan oscula- 
teur du rayon de courbure de la section normale menée par la 


même tangente, 1l en résulte que, pour une tangente donnée MN, 
. I . . 
le maximum de x aura lieu lorsque le plan osculateur contiendra 
è 
la normale (t). COLE ND: 


304. Équation différentielle des géodésiques. — Celte équation, 
pour une surface donnée paramétriquement, 


= MAGANR 


ù 


“én PSN UE) Mie Vu), 


s'obtient comme il suit. Une ligne tracée sur la surface est définie 
par les équations (1) où l’on regarde w et e comme fonctions d’une 
même variable, 4; le plan osculateur en un point x, y, z de la 
ligne a pour équation 


KT TEST 

7 - 7 s 21} M 
Oo — | Y—y y" y" |, 

7, ARS ES 


ou 
X- LT OdtT AT 


0=| ŸY—7y dy . d'y |, 
| Z LAN AT; 


dx, dx, ... étant les différentielles premières et secondes de 
æ,.Y, 3, quand la variable indépendante est £. On a d’ailleurs 


| dx = — du + T dy, 
u p 
(2) 


2 x )2 x 2% 0x 0x 
dx — AU AE ON RTE EEE 20 
| ou? ou 06 0p2 ou 7 dœ 


Ecrivons que le plan osculateur contient la normale 


X—x Y—y  ZL—z 


EN Wir EF BTE 


(1) Cette élégante démonstration est due à Joseph Bertrand. Il résulte de la 
propriété de plus courte distance qu’un fil, tendu sur la surface entre deux 
points, marque une géodésique. 
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(notations du Tome I, n° 408), c’est-à-dire qu'il lui est parallèle ; 
nous avons l'équation 


T 
RE DRE MT MESE 0; 


CRU AUTLEz 


Cette équalion se met sous une autre forme : multiplions les 


: ; dredyn ds ; : 
lignes respeclivement par -—»; ——, —— etajoutons; nous obtenons, 
NN ANRT 


; 10P 0Y Ô0Z - J HÈT 
puisque As ab 2e be est nul (Tome 1, n° 408), la ligne 
nouvelle 


Or dY OZ 0x 0Y 03 
0, AD My Te dr — + dy + d:—, 
ou ou ou ou ou L 


qui peut remplacer une de celles du déterminant. De même, en 


TONER ON REA AU bt le 
mu 1P lan pat Se FER S el ajoutan r nous oO enons Ia I9nE 


] 0x ] 0y 
OMAT Er 
è dp } ere 


OV 03 
= + dx 
Op 


03 0x 
+ ds, dr + dy 
0p (219 


er 
GS 


L'équation (3) s'écrit donc, à un facteur près, 


ce qui donne finalement, pour l’équation cherchée, le mineur 


encadré, égalé à zéro. 
Or, rappelons-nous les notations du Tome L (n° 412) : 


ox \?. dy\?. dz\? 
se 6 + (2) + (%) : 


0x 0x 0y dy  0z 0z 


7 du Ou dp ou d 


e- (8 -(E) 


\ 


——« 
En 


nous pouvons écrire (3 bis), en remplaçant dx, ..., d?x, ... 
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par leurs valeurs (2), 


ne * y 
du + F ds Edu+Fde—+ du? (SE _ e)+ 2 du dv er Fo rs )+ dis (FE | :) | 


ou ou? du ou de du dv? 
0x dr dx 0x 0x dæ\ 
Rae Ge. Fur Gdie-tdo (77 te 1e 
du di d'u +. Gd?e + di (£ LT ) + 2 du à (z a) + du Ve Ju) 
PRE CuTE 0x 0x | LORD DRE OP CR ANR ROZ (Aa t 
CriV ER Que pour a somme Hdi cle T4 Qu? du Ou? ? EUC: 
Or, on a évidemment 
dr dæ\ 1 0E de dx \ 1 dE 
ou du?) 2 du du dudr) 2 dv’ 
dx dx pi OF TN O CINE 1 0G e 
(ES AIT OUR CT PET TT du ue 
ce qui donne, pour équation finale, 
dE 0E oF 
E du + F do Ed'u + Fd?o + L du?+ — du ds +(T- “ LA ds? 
> du dp de 2 du 
NE 9G 2G oF dE 
F du + G de Fd?u + Gd?v + ; do" au dv ne? du? 
202 ou du 2 dp 


305. Telle est l’équation différentielle des lignes géodé- 
siques; pour la mettre sous la forme ordinaire, on peut prendre w 
pour variable indépendante et e pour fonction inconnue, ce qui 


donne d'u — 0. Il vient ainsi, en divisant la première colonne par 
do ss do î 


du, la seconde par du?, et posant = = +, 7 = #, 

# RUES dE ANEDE LE k 

“à E+Feo Pots D Dot ( LE (2 
1 

DOG 00 0G TOO 

Dane FE > 0 ou + (ie nn) 


Développons : le terme en ve" disparaît, et 1l reste une équa- 
Lion du type | 


(5) ’=A+Be+ CGr2+ De 


À, B, C, D étant des fonctions de forme connue de w, 6 (comme 
les E, F, G). C’est une équation différentielle du second ordre, 
d’où il faudrait ürer la fonction inconnue 6. On ne sait pas l’inté- 
grer en général, mais elle a donné lieu à de nombreux et Impor- 
tants travaux, surtout dans des cas particuliers. 
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Observons seulement ici que son intégrale générale contient 
deux constantes arbitraires, c’est-à-dire qu'il y a, sur une sur- 
face, une double infinité de lignes géodésiques. 


306. Si la surface est donnée sous la forme 3 — f(x, y), on ob- 
tiendra l'équation différentielle des géodésiques en faisant, dans (4), 
Ur) PM ME pp, Spa le GENE RE MERLE 

: )f Of 
1 / : PRE AE £ 
n° 414), p et qg désignant = et = 
directement de l’équation (3) : 


. |] sera plus simple de partir 


ANA CIE 
BAY" 0, 
| GE ds ds 


où l'on fera A=p; B=g, C——1, valeurs des coefficients du 
plan langent, et 


ds = p dx + q dy, 
dzs=rdx?+0s dx dy + t dy?+ p dx + q d'y, 


suivant les notations habituelles. Si l’on prend x comme variable 
indépendante sur la géodésique, on a d?x = 0, et il reste 


P dx 0 | 


0 q dy d'y 
— [I p dæ + q dy rdx?+ os dx dy +tdy?+ q d'y 


Multipliant la première ligne par — p, la seconde par — 9, et 
ajoutant à la troisième, on obtient l'équation équivalente 


P dx 0 
O — q dy dy 
—i1—p?—q? 0 rdxt+os dx dy +1tdy? 
ou 
in dy ‘dy \? AHahIRe 
( v 2 2 reg E. , € - —- es — — = 
(OV ER ETES NT ) L RAR (9) | (» 1e 4) 3 


équation différentielle du second ordre où l’inconnue est y, et qui 
est du même type que l’équation générale (5). 

S1 la surface donnée est un plan, 3= ax + by + c, les quan- 
Lilés 7°, s, € sont nulles; p = a, q = b; et l'équation (6) se réduit 
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\ dy , \ 1 à ÿ : , £ re ? = 
à 5 — 0; d’où y = Cx + C’. Les géodésiques d’un plan sont 


donc les droites de ce plan, résultat évident & priori. 


307. Remarque. — L’équation différentielle (4) ne dépend que 
des coefficients E, KF, G du carré de l’élément linéaire ds? sur la 
surface proposée: à toutes les surfaces pour lesquelles E, F, G 
sont les mêmes, c’est-à-dire à l’ensemble des surfaces appli- 
cables les unes sur les autres (Tome 1, n° 455), correspond donc 
la même équation différentielle des géodésiques. Ce point était 
évident a priori: supposons en effet ces surfaces déterminées para- 
métriquement en fonction de deux paramètres w, v, de manière 
que E, F, G soient les mêmes pour toutes (cbid.); les courbes dé- 
finies sur chacune d'elles par une même équation o{u, #) —0 
s'appliqueront les unes sur les autres, et réciproquement : les géo- 
désiques qui, évidemment, s'appliquent les unes sur les autres, 
en raison de leur propriété de plus courte distance, auront donc 
la même équation générale, et, par suite, la même équation diffé - 
renlielle. 


9308. Cas particulier. — Si le ds? sur une surface est donné 
sous la forme 
(Dr) ds? = du? + G dv?, 


c'est-à-dire si E 1, F = 0, l'équation différentielle (4) des géodé- 
siques devient 


Go’ Gv”- 


et lon aperçoit immédiatement la solution particulière 6" — 0, 
c’est-à-dire  — const. En d’autres termes, les courbes, en nombre 
simplement infiui, 6 — const., sont des géodésiques : ce ne sont pas 
d’ailleurs toutes les géodésiques, celles-ci étant en nombre dou- 
blement infini, puisque leur équation générale contient (n° 305) 
deux constantes arbitraires. Quant aux courbes w — const., ce 
sont, puisque Fest nul, (Tome I, n° 415), les trajectoires ortho- 
gonales de la famille de géodésiques 6 = const. 
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309. Propriétés des géodésiques. — La proposilion réciproque 
de celte remarque conduit à des propriétés des géodésiques tout 
à fait analogues à celles des droites dans le plan. 

Considérons, en effet, une famille réelle, simplement infinie, 
de géodésiques, et prenons ces lignes pour lignes coordonnées 
d’une série, 6 = const.; prenons leurs trajectoires orthogonales 
pour lignes coordonnées de l’autre série, # — const; je dis que 
ds? pourra être ramené à la forme (5). On a, d’abord, sur la 


surface, 
ds? = Edu?+ G ds?, 


car F est nul à cause de l’orthogonalité des lignes u = CG, 6 = C. 
Il faut maintenant que léquation différentielle (4) des géodé- 
siques soit vérifiée pour # = const.; nous avons ainsi, en y faisant 


niPte 0ietnni 0: 
| L 1 0E 
ñ 2 ou I .0E e 0E 
0 == life à d'où — —0 (1), 
1 0E 2 dp 0p 
O — — à 
2 Ôp 


quels que soient « et la constante », c’est-à-dire quels que soient 
u et v; E est donc une-fonction de w seul, que je désignerai 


Dar a/ae (rie 


Par suite, on peut écrire ds? 
ds? = f'?(u) du?+ Gdv?; 


si maintenant on pose 
f(u) = U, 
et si l’on prend pour variable U à la place de w, il vient 
ds? = dU?2+ G(U, +) dv?, 


expression de la forme (5). 
C’est la réciproque qu'il s'agissait d'établir. On en déduit des 
conséquences intéressantes. vin 
Les lignes U — const. sont, puisque U = f(u), les mêmes que 


(!) Car, si E était nul, on aurait, sur les géodésiques p = const. considérées, 
ds? = E du? = 0, c’est-à-dire que l'arc de ces géodésiques serait nul : c’est impos- 
sible puisqu'elles sont réelles. 
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les lignes & — const., c’est-à-dire sont les trajectoires orthogonales 
des géodésiques = const. considérées; l’arc infiniment petit 
compris sur une de ces géodésiques entre les deux courbes U 
el U + dU sera donné par l'équation 


ds = yÿdU?2+ Gdv!, 


où l’on fera dp — 0, puisqu'on se déplace sur une courbe 6 = const.; 
c’est-à-dire 
TS CU 


On en conclut, pour l'arc fini, s, compris sur la géodésique 
d=Const., entre les deux hgnes fixes DU el DU = U, 


S — U, — Us. 


Cet arc, U, — U,, est donc constant, quelle que soit la géo- 
désique # = const. considérée; c'est-à-dire (fig. 82) que les arcs 
AB, A’B', A’B", ..., interceptés, sur les géodésiques d’une famille 


simplement infinie quelconque, par deux mêmes trajectoires ortho- 
sonales de ces courbes, sont égaux entre eux. C’est la générali- 
sation d’une propriété connue des tangentes à une courbe plane et 
de leurs trajectoires orthogonales (Tome |, n° 82). 

En particulier, si les géodésiques considérées passent par un 
même point, une de leurs trajectoires orthogonales sera un cercle 
de rayon infiniment petit ayant ce point pour centre, d'où cette 
conclusion : 


Sur toutes les géodésiques qui passent par un même point À, 
les arcs compris entre le point À et une trajectoire orthogonale 
H. — II. 29 
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quelconque (B, B', B°) de ces géodésiques ont la méme lon- 
gueur (*); ou encore : Si, à partir du point À, on porte, sur 
toutes les géodésiques passant par ce point, une méme lon- 


B’ 


gueur, le lieu des extrémités, B, B', B”, ..., des arcs obtenus 
est une trajectoire orthogonale des géodésiques considérées. 


On reconnait là une propriété des droites issues d’un point 
dans un plan; on en déduit, pour les géodésiques, de nombreuses 
propriétés dont nous citerons la suivante : 


Si les géodésiques qui joignent deux points fixes, À et B, 
à un point M, variable sur une courbe, font des angles égaux 
avec la tangente à la courbe en M, la somme (ou la différence) 
des arcs géodésiques MA et MB est constante. 


La démonstration est Lout à fait semblable à celle qu'on à 
donnée, au n° 82 du Tome I, pour le théorème de Chasles sur les 
arcs d’ellipse; nous laissons au lecteur le soin de ia rétablir. 


Exemples de lignes géodésiques. 


310. Cylindres. — Prenons l’axe des y parallèle aux généra- 
tices ; le cylindre à pour équation 


RTE ANS 


(!) De mème: Si, entre deux points À et B, on peut mener une infinité de 
géodesiques, les arcs compris sur chacune d'elles entre les deux points ont 
même longueur. Exemple : les méridiens d’une sphère. 
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d'où 
EE A 0 PC QE 1e LAN POUR NA UE 
L'équation différentielle (6) des géodésiques est donc ici : 

dy : A MERS dy 

—— [1+ f2(x)] — A Me 0 
équation où y ne figure pas, et qu'on intègre immédiatement en 
l’écrivant 

he T HET OL 


Y  1+f?(x) ? 
d’où 


lopey— : log (1+ f'?) + log C: 
(8) J'= Cvi+f?; 
y =C f vi f(x) dr, 


Telle est l'équation des géodésiques, en projection sur le plan 
des xy. 

L’équation (8) conduit à une propriété géométrique de ces 
lignes. Les paramètres directeurs de la tangente à üne géodésique 
sont proportionnels à dx, dy, dz, c'est-à-dire, en vertu de (8) et 
de l'équation z— f(x) de la surface, à 1, Cÿ1+f?, f'; le 
cosinus de l’angle de cette tangente avec l’axe des y est 


CV 4 CG 


Vi+G(i+f?)+f?, Vi? 


il est donc constant le long d’une même géodésique. Chaque 
géodésique coupe atnst toutes les génératrices du cylindre 
sous un angle constant : les géodésiques sont donc les hélices 
tracées sur le cylindre (Tome I, n° 407). 

Ces propriétés sont évidentes a prior: 1] suffit d'observer que, 
dans le développement du cylindre sur un plan, les géodésiques 
deviennent des droites, et les génératrices des droites parallèles 
entre elles. 


311. Surfaces de révolution. — O3 étant l'axe de révolution, 
on définit la surface (Tome I, n° 416) par les relations paramé- 


triques 
Der COS DR IST LR) An (/2)e 
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la méridienne, dans le plan 30 x, est 3 


= (tr), Metal o at de) 
E=r+9?(r); E=0: Gmre 


L'équation différentielle (4), si l’on écrit r et 


uw au lieu de « 
el #, est ici 


1 ÉAo 2 (07) A UP) PATES 

— O 

26 120"+ 270 
ou, après développement, 


OT (1 D?) +20 (10?) — rw 0 v"+72w08— 0; 


L'inconnue w manque, et l’on a ainsi une équation de Bernoulli 


par rapport à l’inconnue «w/. 


tie 297) 


On posera donc pour intégrer 


d’où 


I d 
en Con mn Ce EE Es 


équation linéaire en Ÿ qui s'intègre sans difficulté (!), et donne 


VE Ù r(Cr2— 1 
6 c’est-à-dire — = —— ) 


aie e. 
v'? LP) 


C désignant la constante arbitraire. 


(!) On pose pour cela, selon la méthode générale, 9 = UV, ct l’on annule le 
coefficient de U, ce qui donne 


[l 
— \'r(i+ 2) + V(2+293— r2'0") == 0, 
D ” É 
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" Q . du « J; ’ 
EÉcrivons maintenant FT A la place de w/, et séparons les 
ar 


variables, 
dr 1+p?(r). 


lo = — 
x Pr OT 


nous obtenons finalement, par une quadrature, l’équation des 


La 


séodésiques sous la forme 


< 


(10) = IE rs US 

pa | Cr?—1 

D'après la signification géométrique de r et w, celte relation 
est l’équation, en coordonnées polaires, des lignes géodésiques 
projetées sur le plan des xy. 

Ainsi : la détermination des géodésiques des surfaces de 
révolution se ramène à une quadrature. 

L’équation (10) montre que, pour une géodésique réelle, la 
constante C est nécessairement positive. 


312. Interprétation géométrique. — La relation (9), qui est ce 
qu’on appelle une intégrale première de l'équation différentielle 
des lignes géodésiques (voir le Chapitre suivant, n° 329), peut 
s’écrire 

Cr'dw?= dr?[i+®@°?(r)] + r?dw? 


= ds?, 


et 
É MCE GE 


Par suite 


V' h(1+ 9?) —2rv'e" ! 2 oo" 
— TZ + ee Lee 7 
\ l'\1 + y'i) 1 1 + @'* 
d’où 
j ri 
Vis Toi? 
1 —<- 2” 
el 
I r , : Le 2 
= _ I: = p'2) Ur Jin ou. Ü'= —; 
2 1 + Pt J” 
d’où 
I * 
Finalement 
: Cr—17 
IÆUvV— Fée 
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ds? désignant le carré de l’élément d’arc sur la surface de révolu- 
tion (Tome I, n° 416). 


On a ainsi l'équation 
(11) ds — yGr° dw, 
vérifiée le long d’une géodésique. 


Or, soient M(7',w) un point d’une géodésique, M’ le point infi- 
niment voisin (7° + di, w + dw) sur cette ligne. Menons (fig. 85) 


le méridien M'P qui passe par M’, jusqu’à sa rencontre en P avec 
le parallèle du point M; on a 
gi 
OMS POM= du, MP 7 at. 
L’équation (11) s'écrit alors 


MM'= YCrMP 
ou 


t désignant l’angie PMM', sous lequel la géodésique coupe le 
parallèle. On a donc, tout le long d’une même géodésique, 


7 COST Const., 
ce qui s’énonce ainsi : 
Soit i l’angle sous lequel une géodésique fixe coupe le paral- 


lèle variable de rayon r; le produit r cosi est constant le long 
de la géodésique. (Clairaut.) 


CS 
_— 
en 
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Géodésiques de l’ellipsoide. 


313. Coordonnées elliptiques. — Nous avons vu (Tome I, 
n° 417) qu'on peut représenter paramétriquement l'ellipsoïde 


9 2? 


Nas DE s. “ 4 

CE ainsi UNPAL les équalions 
ET cer Yan É(b3—u)(b1—v) 
a Va e) 6 -V &=a) (a) 


(E) 


SNL se CO ANUCE PE 

6 VC æ)(e—6) 
les lignes w# — const. et 6 — const. sont les deux systèmes de 
lignes de courbure. Les seconds membres ne changent pas quand 
on permute # etw; on a donc le droit de supposer e£w, et l’on 
en conclut aisément, en supposant & >> b > c, que les points réels 
de l’ellipsoïde sont obtenus en donnant à 6 et w des valeurs res- 
pectivement comprises entre c? et b?, el entre b? et a?. On ne 
peut donc avoir u = Ÿ, pour un point réel, que si u = » — b?; les 
points correspondants de l’ellipsoïde sont alors les quatre ombi- 
lics réels (1). 

Le ds? sur l’ellipsoïde (E) a pour expression 


He u du? e do? 
AS — ne +5 rase: 


314. Étude d’un cas plus général. — Ce ds? est compris, comme 
cas particulier, dans la formule 


(1) ds? = (u — v)(U? du? + V? dv?), 
où &w et # sont loujours les paramètres qui déterminent un point 
de la surface, U une fonction de w seul, V une fonction de seul. 


On peut écrire identiquement, en désignant par À une constante 


arbitraire, 


ds? = [(yu —Xx) + (V2 —+6) [CU du} + (V dy], 


(!) Car les radicaux, dans (E), comportent le double signe. 
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d'où, en vertu de l'identité classique de Lagrange, 
ds? =[yu—XUdu+yi—vvV de P + REP VEN E RU du |. 
Posons maintenant 
VU NNUGU EE VAE MN ENU 


(2) V dv U du . 
Vite + Vus 


ce qui est possible, les deux premiers membres étant évidemment 
des différentielles exactes, d’après les hypothèses faites sur U et V; 
il vient ainsi 


(3) ds? = du?+(u—À1)(Ài—+v6)de?= du?+ G(u',e') de”?, 


formule qui montre (n° 308) que les courbes e'= const. sont 
des géodésiques. D’après (2), l’équation de ces courbes, en wetv, 
est 
(4) [ EE 

e / e 


Ve Vie 


et, comme À est arbitraire, celte relation, qui contient deux con- 


stantes arbitraires, est l'équation générale des géodésiques sur la 
surface considérée. 


Remarques. — Appelons géodésiques de la famille %,, ou 
géodésiques ko, celles qui correspondent à la valeur À, de la con- 
stante À. Elles sont en nombre simplement infini, et l’on a, le long 


de chacune d'elles, en différentiant (4), 
V dv U du 


(5) = ——— 


VAT (2 Vu a ra 6 


Soit & l’angle que fait l’une de ces courbes, MP ( fig. 86), au 
point Mu, »), avec la ligne coordonnée ÿ — const. qui passe par 
ce point; il est aisé de le calculer. Figurons, en effet, les quatre 
lignes coordonnées qui passent respectivement par les points infi- 
niment voisins, M et P, de la géodésique proposée, c’est-à-dire 
qui répondent aux valeurs uw, u + du; +, e + de des paramètres w 
eus : elles déterminent un rectangle infiniment petit, MNPOQ, car, 
le terme en du de manquant dans l'expression (1) de ds?, les 
lignes coordonnées &w — const. et 6 — const. sont rectangulaires. 


Ce 
— 
LEA 
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On a 


MP = ds = (u — v)(U? du? + V? de? ), 
et, en faisant dans cette relation dr — 0, 


MN — (u — +6) U? du?; 
d’où 


MN nn U? du? es J2 
MP U? du? + V? do? U2 = V? ( me) 


COS? 4 — 


> . dv 2 Las à rai 
templaçons maintenant 7) Par sa valeur tirée de (5), nous 


Lrouvons 


OT NS 
(6) COS — » 
PARENT 
L] , 2 . 
ce qui s écrit 
(7) u sin? + p COS? = 0. 


C’est là une relation vérifiée en tout point d’une géodésique de 
la famille À, ; £ est l’angle sous lequel cette géodésique coupe, au 
point (u,6), la ligne coordonnée p — const. qui passe par ce 
oint. La relation (+) équivaut évidemment à l'équation différen- 

7) €q l 


Fig. 86. 
Q 
TS U+dv 
pe t 
(Ÿ: 
N 
[72 
u+du 


elle (5) qui a servi à la former, et qui peut, inversement, en être 
déduite : elle caractérise donc les géodésiques ho. 


Je dis que : 


Les géodésiques À, touchent la ligne coordonnée + = 5, et 
réciproquement. 


Car soit (w, À) un point de cette ligne; pour les géodésiques À, . 


346 TROISIÈME PARTIE. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


qui y passent, on a, en faisant # — 4 dans (5), 


u sin?£ — À9 Sin?£, ou (uw — À9)sin?i = 0, 


ce qui donne £— 0 : les géodésiques À, touchent donc la ligne =), 
aux points où elles la rencontrent. Réciproquement, si une géodé- 
sique de la famille À touche en (4, À4) la courbe 6 — À», l’équa- 
tion (5), 


u sSin?i + p cos2i = À, 
doit être vérifiée pour i = 0, ? — 9, ce qui donne 
À = ho, 
et, par suite, la géodésique considérée appartient à la famille Lo. 


On démontrerait de même que les géodésiques À, touchent aussi 
la ligne uw = À5, et réciproquement. 


315. Application à l’ellipsoïde. — Le ds? de l'ellipsoïde est 
(n° 313) du type (1); on a dans ce cas 


(47 


Üu a! VA 
| [A 1 VA (AU) CO CCE TN 


I p 
Mie pe P)(bE—6)(o— ct)” 


de sorte que l’équation générale (4) des géodésiques s'écrit 


(8) 


1 e dv 
JE VeCar o)LPENTEE) 


( 
9) u du 


— | = 
\ £ | Vu(a?— u)(b?—u)(c—u)(u — }) 


=" COnSC: 


Les intégrales auxquelles on est ainsi conduit sont Lyperellip- 
liques. 

On déduit de ce qui précède d’intéressantes propriétés géomé- 
triques. Présentons d’abord quelques remarques. 
1% Par un point M(u, +) de l’ellipsoïde il passe.en général deux 
géodésiques d’une famille donnée À,. 


d 
% dela tangente 
du 


en (4,6) aux géodésiques À, passant par ce point, s'écrit, après 


En effet, l’équation (5), qui donne la direction 


[eE) 
—" 
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substitution à U et V de leurs valeurs, 


(a) = u (a?—p0)(b2—p)(vo—c?)(À5—v) 


du 10 ANNEE TT ES 


d’où deux directions de tangente et, par suite, deux géodé- 
siques (!). 
0 = He RSS Le = : & 0'A = 
2° Les deux géodésiques À, qui passent par un point sont éga 
lement inclinées sur les deux lignes de courbure en ce point. 
Car les lignes de courbure sont (n° 313) les lignes coordonnées 


& — Const., pf= COnsl., 


et l'équation (6) donne pour cos £ deux valeurs égales et de signes 
contraires. 

3° Les géodésiques À, touchent la ligne de courbure 6 = À5, et 
réciproquement. 

C’est une conséquence d’une remarque générale précédente (?). 


Géodésiques passant par ur ombilie. — Les quatre ombilics 
réels ont (n° 313) pour coordonnées u = 6 — b?; or l'équation (5), 


u sin? & + p COS?ê = ho, 


devient, si le point w, 6 est un ombilie, 


= lo; 


ce qui prouve que toute géodésique passant par un ombilie est 
de la famille b?. 

Soit alors M un point quelconque de l'ellipsoïde; joignons-le 
aux quatre ombilics réels A, B, C, D par les géodésiques( fig. 87) 
MA, MB, MC, MD : ces quatre lignes sont de la famille b?. Comme 


il ne passe par un point M que deux géodésiques d’une famille à, 


(1) Le lecteur admettra sans peine que, sur l’ellipsoïde, il n’y a en général 
qu’une ligne géodésique passant par deux points donnés, parce qu’on ne peut 
tendre, sur la surface, entre les deux points, qu’un seul fil. De même il n’y a 
qu'une géodésique partant d’un point donné dans une direction donnée. 

(?) Elles touchent également la ligne de courbure w = à, (n° 314). Mais, pour 
obtenir des points réels sur l’ellipsoïde, nous savons (n° 313) qu’il faut faire 
varier w de c* à b”, et u de b? à a?. Par suite, selon que À, sera compris entre c° 
et b? ou entre b? et a°, les géodésiques À, toucheront la ligne de courbure réelle 
9 — À, ou la ligne de courbure réelle u = \,. 
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les géodésiques MC et MD sont nécessairement le prolongement 
des géodésiques BM et AM. En d’autres termes : 


Toute géodésique qui part d’un ombilic réel va à l’ombilic 
opposé. 


Corollaire 1. — D'après cela, 1l y a une infinité simple de géo- 
désiques allant d’un ombilic à l’ombilic opposé; toutes ces géodé- 


siques ont la même longueur (n° 309, Note). 


Corollaire 11. — Les géodésiques MA et MB, étant de la même 


D Pre 


famille, b?, sont également inclinées en M sur les lignes de cour- 


bure; donc (n° 309) : 


SE un point M décrit une ligne de courbure, la somme ou la 
différence des arcs géodésiques qui le joignent à deux ombilics 
Ron opposés est constante. 


Sous une autre forme : 


Siun fil de longueur constante a ses extrémités fixées en 
deux ombrilics non opposés de l’ellipsoïde, et sion le maintient 
tendu sur l’ellipsoïde par une pointe de crayon, cette pointe 
trace une ligne de courbure de la surface. 


CHAPITRE LI. — SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 319 


CHAPITRE TI. 


SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


I. — GÉNÉRALITÉS: THÈORÈME DE CAUCHY. 


316. Définition. — On nomme système de n équations différen- 
tielles à 7 inconnues, fonctions d’une seule variable +, un sys- 
tème de #7 équations entre æ, les a fonctions inconnues et leurs 
dérivées. 

L'intégration d'un tel système peut se ramener à celle d’une 
seule équation. Soit, par exemple, (n = 2), le système 


dy dPiy dz diz 
PT lens CORSA NERT En z LEO ES Er ee Ÿ Le 
(1) fi( JP dx’ lee (Vlr ? dx f 
dy dP:y dz da:3 
2 É T LA « ..e pe Lt A —————— LE] LA = "= +) De L 
12 fi( Ed dx’ dx dx’ ? dat 5 


Pour éliminer y, dérivons p, fois l’équation (1) par rapport à x, 
etp, lois l’équation (2); nous obtenons ainsi, en tout, p;, + pa + 2 
équations, contenant les inconnues y, 3 et leurs dérivées, jusqu’à 
l’ordre p; + pe, pour y, et M pour z, M étant le plus grand des 
nombres Ponrign elWpDi=E 0: Entre ces DPI pSE0r2 équations, 
éliminons les p;+p;+1 inconnues y, 22. pue “….) “Hire 
le résultat est une équation différentielle en z, d'ordre M. Celle-ci 
une fois intégrée, 3 et ses dérivées sont connues, et les équations 
entre lesquelles on vient de faire l'élimination (moins une), résolues 
par rapport à y et à ses dérivées, feront connaître ces quantités : 
on obtiendra donc y sans nouvelle intégration. 

Ces résultats s'étendent évidemment à un système de x équa- 


Lions à 2 inconnues. 


317. Forme canonique. — On peut ramener un système à un 
autre, contenant plus d’inconnues, mais ne renfermant que des 
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dérivées du premier ordre. Soit, par exemple, le système 


dy PPT ATEN 
(6) | ; dry > ds z Le 
PACE Pr PT PCR NN AE EE — 


Supposons, pour fixer les idées, p > r et q < s; prenons pour 
inconnues auxiliaires les suivantes : 


dy y. dy” RSI CPP — y{(p—1) 
(4) RE a dæ T° té. de eh d 
| ( | 
Z Z z(s—2) 
ds == 5° da LE Fe s US RL —— z\s—1); 
Fire . dx 3 dx 
nous aurons 
ds 3", "dzs=1) 
dxs dx 


et 
dx? dx 


2? 


de sorte que les équations (3) et (4) formeront un système de 
p+s équations, entre les p +s inconnues y, y’, ..., PT), 
3, 3!, .…., 3671), où n’interviennent, ayec ces inconnues, que leurs 
dérivées premières. 

Soit done, d’une manière générale, 


65) fi=o fie , fase, 


un système de x équations entre la variable x, n fonctions incon- 
nues y, 3, w, ..., et leurs dérivées premières. Résolvons-les par 


UN EG PRE ; ; 
rapport aux À dérivées =» —=» --., nous aurons le système, dit 
Com “ 

canonique, 

dy te 

alé É ALL tele 

dx ri | NÉ } 

dz 

TANT TNT te U, ee); 


d'hate, dela ere ele ste egsiele etes este 


S1 la résolution de (5) par rapport aux dérivées est impossible, 

c'est-à-dire si, des équations (d), on ne peut tirer . » par exemple, 
; TL 

en fonction de +, y, 3, u, ..., c’est qu'en éliminant entre ces 


équations les (7 — 1) autres dérivées, on arrive à une équation ne 
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PA 


dz : : 
contenant pas => et qui, par suite, est de la forme 
(6) PR PS LS De 


Elle pourra remplacer une des équations (5), par exemple 


fn = 0. On tirera de (6) une des inconnues en fonction des autres 


et de x, 
PRE NE AU MER 

d’où 

AT AA 


Substituant ces valeurs dans f,, f2, ..., fn_1, On aura un nou- 
veau système à 2 — 1 inconnues, 3, 4, ... ne renfermant que les 
dérivées premières. Si l’on peut en Uurer ces dérivées, on l’aura 
réduit à la forme canonique; sinon on le ramènera à un système 
à À — 2 inconnues, et ainsi de suite. D'ailleurs une équation du 
premier ordre à une inconnue forme un système canonique. 

On peut donc toujours ramener un système d'équations diffé- 
rentielles à la forme canonique; on appelle ordre d’un tel 
système le nombre des équations qu’il renferme, c’est-à-dire celui 


des fonctions inconnues. 


Remarque. — La réduction à la forme canonique n’a qu’un 
avantage purement théorique; elle simplifie et précise les raison- 
nements à faire sur les systèmes d'équations différentielles, mais 
elle est généralement inutile pour lintégration d’un système. 


Théorème de Cauchy. 


318. Cauchy a établi un théorème fondamental sur l'existence 
des solutions d’un système canonique; afin de pouvoir exposer ici 
la démonstration de l’illustre analyste, nous la ferons précéder de 
quelques propositions sur les fonctions analytiques de plusieurs 
variables. 


319. Définition. — Soit f(x, y) une fonction continue de deux 
variables imaginaires, + el y, analytique séparément par rapport 
à æ et par rapport à y. Elle sera dite fonction holomorphe de 
æet y, dans les régions CG, du plan de la variable +, et C du plan 
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de la variable y, si elle est fonction holomorphe séparément de 
xet de y, dans les régions GC, et GC, c’est-à-dire si f(x, y) 
et f(Xo, y) sont respectivement fonctions holomorphes de x 
dans C,, et de y dans Ge, yo et æo désignant des points, quel- 
conques d’ailleurs, de C, et C:. 


320. Expression des dérivées. — Supposons que C, et C; 
soient deux cercles de centres respectifs a et b, de rayons R, et R;, 
et que f(x, y) soit holomorphe en + et y dans G, et C;, et sur les 
contours de ces cercles. Nous savons que, si (3) est fonction 
holomorphe de 3 à l’intérieur d’un contour y, et sur y, l'expres- 
sion de sa dérivée d’ordre x est (n° 114) 


U 
Wr(a) = S% 5 Dee HU eee ee de, 


& élant intérieur à y. Appliquons cette formule à la fonc- 
on f(x, b) considérée comme fonction de x, le contour y étant 
celur, y1, du cercle C,, de centre a; alvient 
dr A PE f (3; 0) 
0an DR (3—a)+l 


Yi 


Or, sur la circonférence y,, on a 


z—a—= Riei?, dz = R;eï?i do, 
el, par suite, 


I 


2T | 
Se ; AA ET 
œ ner E nl Pa RRie#r?, b)e-nie de, 


De même, en partant de la fonction f(4, y), on aurait 


+ op , | 
(2) TR AOF ae. Re ef” fa, b + R,eit)e-rit 0. 


On reconnaît sans difficulté, comme au n° 114, que le second 
membre de la formule (1) est une fonction de b dont les dérivées 
successives s’obtiennent en appliquant la règle ordinaire de déri- 


valion sous Je signe 4F on à donc, en dérivant p fois par rapport 
à b les deux membres de (1), 


d'+p 


2T 
LDC oP 
RE ARTS EU 1 À : 
TPS NC UE Sn A (a+ Rieï?,b)e nig do, 


A 
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OP f 


el, en remplaçant sous le signe fe la dérivée és Par sa valeur 
( » 
déduite de (2), 
on+p 
San oo) (@ fi 


2T 


1 2 
== Si nl tel [ f(a+Rie?, beete-nie-nian | 
0 S 3 


RE ) 
4r2R?R/ 4 


2 étant regardé comme constant dans l'intégrale en 4. Il est clair 
que le second membre a une valeur finie et déterminée, et la for- 
mule (3), jointe aux formules (1) et (2), établit l’existence des 
dérivées partielles de tous ordres de la fonction f(x,7y) au 
point &, b; elle donne en même temps l'expression de ces dérivées. 

On en déduit une limite supérieure du module de celles-c1. 

Soit M le maximum de mod f(x, y) lorsque x et y restent sur 
les contours des cercles GC, et GC, ; on a évidemment, par (3), 


)72+-p ‘ < 
0 [e 1.2...7.1.9...pD 


(4) mod rie 2] 7 2 M, 


et, a fortiori, si R est le plus peut des rayons R, et R,, 


+ DRASS LE EPA ONE METEO S 
So) mod] fab) . R2+P» M. 


On vérifie de même que mod f (a, b) est inférieur à M. 


321. Remarque. — Soit la fonction 
6 F( i : 
«el Lui T—a y —db\? 
| — —————— —— 
R ) Gi R ) 
je dis que pour x = à, y = b, ses dérivées partielles en x et y sont 
supérieures au module des dérivées homologues de f(x, y). On 
a en effet 
DORE RG PSE PAT TT 
67) Et Cr] Pnnct Ra+p —— M, 


ce qui, en vertu de (5), établit la proposition. De même, F(&,b) 


est supérieur à mod f(a, D). 


322. Théorème de Cauchy. — Considérons maintenant un sys- 
H, — Il. 44 
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tème canonique, de deux équations par exemple, 
dé Tee As ANT AE. 
(8) nl AN AT De TT. = Pa(#, Y,%); 


el soit a, b, c un point ordinaire pour les fonctions de trois 
variables ©, et w,, c'est-à-dire un point tel que +, et vw, sotent 
fonctions holomorphes de +, y, 3 tant que ces variables restent 
respectivement dans des cercles C,, C:, C3 de rayons R,, Re, R3, 
décrits de a, b, c comme centres, ou sur les circonférences de 
ces cercles. Désignons par R le plus petit des trois rayons; par M 
le maximum des modules de &, et #, sur les circonférences. 

Nous allons montrer qu'il existe des fonctions, y et z, de Îa 
variable +, jouissant de la triple propriété: 


1° De satisfaire aux équations différentielles (8); 

2° De se réduire respectivement à b et c pour x — a; 

3° D'être fonctions holomorphes de x quand cette variable 
reste à l’intérieur d’un cercle de centre à, dont le rayon maximum 
ne peut d’ailleurs être fixé avec précision. 


Cherchons en effet les développements, en séries de Taylor 
ordonnées suivant les puissances croissantes de x — a, des solu- 
lions y et 3 précédentes, si elles existent; on aura 


2 


{ ; 1 AE 
Co) PME DE (TO) Par NE 


== Ce CU A) SRE RES CE ; 


[4 


et les équations (8) donneront les valeurs de y}, 24; Vus Zur =.) 
par des dérivations successives : 


Ya = pit, b, c); 2, = vla, b; C): 
A — QT CAT dpi gs 3" — pa ops Hu ou 
0a 0b oc 0a 0b dc 
oo: ®1 doi 0703 
(n) (n—1) te (7 1) 2107) 2 Pan 1) 
BOT Dan (0 BE D 2e Fe jan CO CRE 


On aura donc, par voie de récurrence, y#° et 37° sous la forme 


(11) Ja = Ph, 34) = Wy, 


®, et W, étant des polynomes entiers par rapport à #,(a, b, c), 
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#(a, b, c) et leurs dérivées partielles jusqu’à l’ordre 7 inclus: 
dans ces polynomes, tous les coefficients numériques sont 
positifs, car les seconds membres, dans (10), ne présentent que 
des signes +. 

Je dis maintenant, et c’est là le point fondamental, que les 
séries (Q) sont convergentes, au moins pour des valeurs assez 
petites de mod(x — a). 

Dans ce but, considérons avec Cauchy, en gardant les notations 
indiquées plus haut, le système canonique auxiliaire 


CREER. i ! 1 
a ’ T0) ND TER ONU 
as | (a— R RE) (: R 
12 2 
GRR MER k 


de © MALE 1 Y—Db\ / La, 
0 Ne er) er 


où les inconnues Ÿ et Z sont assujetties à être égales à b et c 
pour x = 4, et qui s'intègre immédiatement. Car on a 


d\Y Dr 
dx dx’ 
d’où 
CHO:) Y—-b—=ZL—c; 


el, en portant cette valeur de Z— c dans la première équation (12), 
el séparant les variables Y et x, 


(2) av un 


R 


In Légrons : 


he A ,’ A R 
Pour æ—a, Ÿ doit être égal à b; la constante est donc — —, et 


3 
il vient enfin 


(14) V-oz—enr|i-f/issmio( 275) |. 


Les points critiques des fonctions Y — bet Z — c sont (n° 100, 
Remarque) ceux qui annulent la quantité sous le signe log et la 
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4e ; porc d ie , 
quantité sous le signe Ÿ_ ; ils sont donc donnés par 


1 
- TL) 
x'= A+ ER; Fan ne ur 
Le second point est plus voisin du point & que Le premier; 
donc Y'en 7/2 Sontioncthions holomorphes de x à l’inté- 
rieur du cercle C décrit de & comme centre avec le rayon R' : 


1 


RP NAN ERP ER. 


elles sont donc développables, dans ce cercle, en séries de Taylor 
absolument convergentes, ordonnées suivant les puissances crois- 
santes de æ — a, el manquant de terme constant, puisque, pour 
Le ON D IONEC 

Or, cherchons à déterminer directement les coefficients de ces 
deux séries en partant du système canonique (12) qu’elles vérifient. 
En écrivant 
À Nov BERG) NET ER 
(49) 2 
| L=c+(r—-a)2, +... 


nous aurons évidemment, en vertu de (11), 


(16) YU =, . Zm=w,, 


[42 


D, et W, étant les polynomes (11), où l’on a remplacé les quan- 
tités o,(a, b, c), (a, b, c) et leurs dérivées partielles par les 
valeurs des seconds ‘membres de (12) et de leurs dérivées par- 
uielles homologues, au point &, b, c. Or, d’après la Remarque du 
n° 321, ces dernières quantités sont supérieures respectivement 
aux modules des premières; il résulte dès lors des équations (16), 
puisque les coefficients numériques des polynomes D, et W, sont 


tous positifs, que l’on aura 


NE =mod y NZ mods 


Donc, puisque les séries (15) convergent absolument dans le 
cercle C, de centre a et de rayon R’, il en est de même, a fortiori, 
des séries (9); celles-ci, en vertu des propriétés des séries de 
puissances, définissent ainsi deux fonctions, y et 3, qui sont 
holomorphes à l’intérieur du cercle considéré, qui se réduisent 
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à b'et c pour x — à, et vérilient, d’après leur mode même de 
formation (), le système proposé (8). 
Le théorème de Cauchy est donc établi. 


323. Remarque. — Les séries (9) convergent sûrement dans le 
cercle C’ qui est le cercle de convergence des séries (15), mais 
rien ne prouve qu'elles ne convergent pas dans un cercle de 
même centre, &, et de rayon plus grand. 


324. Énoncé général du Théorème de Cauchy. — La démons- 
tralion ci-dessus s'étend sans difficulté à un système canonique 
d'ordre quelconque, et l’on peut énoncer le théorème suivant. 


Soit un système canonique d'ordre n : 


dy 
PEN TAC CCE AE À 
dz 
(S) , in = PaCt, Jhesiu, ; 
du 
rte CA EE D ARE PAU DES 
Siles fonctions ©,, 2. ..., considérées comme fonctions des 


variables indépendantes x, y, 3, u, ..., sont holomorphes 
lorsque ces variables restent respectivement à l’intérieur et 
sur le contour de cercles Gi, C2, ..., Cy41, de même rayon, R, 
DER DOLnISÈr id, V0, 20 Ncarnmecentrestle 
système (S) est vérifié par des fonctions y, z, u, ... de la 
variable x, qui prennent, pour x — a, les valeurs b, c, ..., et 


(!) On peut préciser ce point. Observons d’abord que, si mod(æ — a) a une 
valeur p, inférieure à R', mod(y — b)et mod(z — c) sont, par (9) et (15), infé- 
rieurs aux valeurs que prennent Ÿ — b et Z— c pour æ — a = p, et par suite, 
en vertu de (14), inférieurs à R : il en résulte immédiatement que #, (x, y, 2) 
et ®, (x, y, =), considérés comme fonctions de æ, sont holomorphes dans le 
cercle C'. Si maintenant on remplace y et z par les séries (9) dans les deux 
équations différentielles (8), les deux membres de chaque équation deviennent 
des fonctions de æ, holomorphes dans le cercle C', et qui, en vertu de (10), ont 
mêmes dérivées de tous ordres pour æ = a. Elles ont donc mème développement 
taylorien dans C’ suivant les puissances croissantes de æ — a, c'est-à-dire qu’elles 
sont identiques dans le cercle C’. COR D, 


358 TROISIÈME PARTIE. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


qui sont holomorphes quand la variable x reste à l’intérieur 
d’un cercle de centre a. 


Le rayon, R", de ce cercle n’est pas connu d’une manière exacte ; 
il est certainement au moins égal à la quantité R°: 


l 
RE RATES rues La 


où M désigne le maximum du module des fonctions Dis Do ere 
lorsque x, y, ... restent respectivement sur les circonfé- 
rencestOi CR 


Corollaire. — L'intégrale générale d’un système canonique 
d'ordre n dépend de n constantes arbitraires, à savoir les 
valeurs/b,c,e"#des zünconnues 7 pour 


Le] / » > px LA * 
329. Remarque. — Appelons système d’intégrales de (S) 
l’ensemble des intégrales y, 3, uw, ..., qui, pour x = a, prennent 
des valeurs données, b,c, .... Laissons a fixe, et donnons à b, €, ..…. 


d'autres valeurs, b}c,,0.-5 


; nous obtenons un nouveau système 
d’intégrales, y, 3,, &,, ..., qui, si les conditions du théorème 
précédent sont vérifiées, sont des fonctions holomorphes de x 
dans un cercle de centre x — a et de rayon R°. Ce rayon ne sera 
pas généralement le même que R”: soit, par exemple, R, < R"; les 
intégrales y, Z;, &,, ... pourront alors ne pas être holomorphes 
et avoir des points critiques dans une région (la couronne com- 
prise entre les cercles de rayons R° et R’ et de centre a) où les 
intégrales y, z, w, ... sont sûrement holomorphes, c’est-à-dire 
que les points critiques d’un système d’intégrales dépendent des 
valeurs des constantes qui caractérisent ce système. C’est ce qu'on 
exprime en disant que les points critiques des intégrales d’un 
système d'équations différentielles ne sont généralement pas 
fixes. 


326. Systèmes linéaires. — Il y a toutefois un cas important où 
ces points critiques sont toujours fixes; c’est celui des systèmes 
linéaires. 

On nomme systèmes canoniques linéaires ceux où les incon- 
nues figurent linéairement; ainsi le système linéaire d’ordre deux 
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est de la forme 


_ = Ly+Mz+N, 
e =Py+Qz+R, 
L, M,...,R étant des fonctions de la variable x seule. 
327. Théorème. — Les intégrales d’un système linéaire ne 


peuvent admettre comme points critiques que les points crt- 
tiques des fonctions L, M,...,R, coeflicients du système linéaire. 


Soient en effet b et c des constantes quelconques; écrivons le 
système linéaire proposé (en le supposant du second ordre pour 
simplifier) sous la forme 


dy À à 

| =L[y—6]+Ms—e]+s, 
(1) | de 

nes = Plry—-b]+Q[z—c|]+T; 


S, c’est-à-dire N + Lb + Mc, et T sont encore des fonctions de + 
seul. 

Supposons que les fonctions L, M, ..., R (et, par suite, S 
et T) sortent des fonctions holomorphes de x, lorsque cette va- 
riable reste dans un cercle de centre a et de rayon K. 

Soit 1 le maximum du module des fonctions L, M, S,P,Q,T 
lorsque x reste sur la circonférence du cercle ci-dessus; on aura 
(n° 116), en désignant par L( (a) la dérivée ni"° de L(x) pour 
CT À 
(2) mod Li (a)= RS op 
et les dérivées d'ordre » de M, S, P, Q, T satisfont à la méme 
inégalité. 

Cela posé, si le système (1) admet des solutions, y et 3, holo- 
morphes au voisinage du point x — «, et prenant en ce point les 
valeurs b et c, on pourra, comme au n° 322, déterminer Îles coef- 


ficients de leurs développements tavloriens 
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el l’on trouvera, en général, 


{ 
(4) von = D, SU 


D, et W, étant des polynomes entiers par rapport aux quantités 
La), L'(a) mm (a), .., Tr (a)#poly0omesMonEnEneneS 
coefficients sont positifs. Considérons maintenant le système qu’on 
obtient en remplaçant, dans (1), les fonctions L, M,5, P, Q,T par 
une même fonction ?(x), définie par 


(5) D(T)= 1H 0 

PUS 
c'est-à-dire le système 
LA dY AZ | Lx N 
(6) DS 7e PEINE Pr CET 


OU Net Z prennent les valeurs b et c pour x = 4. 
En déterminant les dérivées de Ÿ et de Z pour x = à, on trou- 
verait, d’après (4), 


NL TPE VAT 
ne = P», Li Fr y, 


L, M,...et leurs dérivées étant remplacées, dans les polynomes 
P, et W,, par © (x) et ses dérivées du même ordre. Or, en vertu 
des inégalités (2), modL#{(a), mod M(#)(a), ... Sont inférieurs à 
2 (a); modL, ... sont inférieurs à 9 (a); et, par suite, on a 


meMmodysTs ZE AmodzH, 


On en conclut, comme au n° 322, que les séries (3) convergent 
el représentent des fonctions holomorphes de x, dans tout 
cercle de centre a, où les fonctions Ÿ et Z sont elles-mêmes 
holomorphes. Or il est facile d'obtenir directement Y et Z. 


On a en effet, par (6), 


d’où 
et, par suite, 


D ot) li+20 0 = y 


dx T— a 


GORE 


a R EE 2 


2 
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ou, en séparant les variables, 


d\Y à dx 
ae) td 
CHVR 
Intégrons : 
=log[i +2(Y—0d)]=—uR log { 1 — + ‘) + const. 


Pour x = a, on doit avoir Ÿ = b; la constante est donc nulle. 


et l’on a finalement 


Les fonctions YŸ et Z ainsi définies sont, d’après celte expres- 
sion même, holomorphes dans le cercle de centre a et derayon R, 
car leur seul point critique possible est = a +R; donc, en vertu 
de ce qui précède : 


Les intégrales y et z du système (1) qui prennent des 
valeurs déterminées quelconques, b et c, pour x = a, sont 
holomorphes dans tout cercle de centre a où les fonctions L,, 
M,.... de x, sont elles-mémes holomorphes. 


Je dis qu'ilrésulte de là que des solutions quelconques, y1, 31, 
du système linéaire proposé, ne peuvent admettre comme point 


crilique un point &æ — 6, différent des points critiques des fonc- 
uons coefficients L, M, ... du système. 

Soit, en effet, zx, un point quelconque où y, et 3, aient des 
valeurs déterminées; joignons-le au point £ par une ligne quel- 
conque À, ne traversant aucun des points critiques de L, M, .... 
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et désignons par à un nombre moindre que la plus petite distance 
de tous ces points critiques à la ligne A. D’après ce qui précède, 
les foncuions y, et z, sont holomorphes dans un cercle de centre 4 
et de rayon 5, puisque ce cercle ne contient aucun point critique 
de L, M, ... et que y, et z, ont des valeurs déterminées en x,. 
Soit +, un point quelconque intérieur à ce cercle et situé sur la 
ligne À entre æ, et £, les fonctuions y, et z, sont encore holo- 
morphes dans un cercle de centre x, et de rayon 5; soit de même 
æ2 un point de ce cercle, situé sur la ligne A entre x, et &, les 
fonctions y, et 3, seront holomorphes dans un cercle de centre #; 
et de rayon Ô. En continuant ce raisonnement, on arrive à établir 
que y, et z, sont holomorphes dans un cercle de rayon à conte- 
nant le point £ : ce dernier point ne saurait donc être critique 
pour aucune des solutions y, et 3,. Nous avons ainsi établi le 
théorème proposé, c’est-à-dire que les points critiques des intt- 
orales d’un système linéaire ne peuvent ètre que ceux des fonctions 


coefficients du système. CMOS FT AD: 


328. Application à l’équation différentielle générale. — D'après 
4 
le n°317 on peut ramener à un système canonique l’équation dif- 
férenuelle générale d'ordre nr, à une inconnue 


LATE 


dry _. . dy 
=} (æ, 14 er ss PRET 


dx" 


(1) 


Il suffit de poser 


safe) s1e ess ein 


PS 
®£ 
—- 
Ÿ 
S 
| 
12 


d’où 


yen are 
em AC NL MT A1 a} 


ANA 
et l’on a ainsi un système canonique (S), à ñ inconnues y, 3”, ..., 
JU, Irésulle dès lors du théorème général que l’équation (1) 
a une intégrale y, jouissant de ces propriétés : 1° pour x = 4, 
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la fonction y et ses (n — 1) premières dérivées ont des valeurs 
données D, €, ..., l; 2° y est holomorphe dans un cercle de 
centre & el de rayon non nul, ce rayon n'étant d’ailleurs pas 
connu d'une manière précise. Il faut toutefois que le système de 
AIQUIS L— 0, y —0, cet to lueSoilbascuitique pour 


J(æ, M y D%, Jr), 


considérée comme fonction des (n +1) variables indépendantes 
HV MP CUIR 


Intégration par des séries. — L'intégrale y ainsi définte est 
développable, autour du point x — a, en série de Taylor de la 
forme 

I à 
DRE Cr a) Ed (nee a RIT ET AE 
2 


ie si lr— a 1+X,(r— a+ nie —a)iti+.. 
où les » premiers coefficients sont connus, puisque, pour æ = 4, 
y et ses (7 — 1) premières dérivées se réduisent respectivement 
à b, c, d, ..…, |. On déterminera les autres coefficients À», Ang, 
soit par substitution directe de la série y dans (1), soit par la mé- 
thode générale du n° 322. 

On obtiendra ainsi une série qui vérifie l'équation proposée et 
qui converge certainement dans un cercle de centre & et de 
rayon R’, ce rayon étant celui qui a été défini au n° 324. 


Equations linéaires. — Une équation linéaire par rapport à 
y et à ses dérivées, de la forme 


/ n—1 
Re LE My NN 


(2  dæn dx'r-\ dx 


où A,B,..., L, M, N sont des fonctions de x seul, se ramène au 
système canonique linéaire : 


dy Lan dy Dry dyGe — yla—1) 

dx et 4 | dx rie) D'ONUR, dx DE 11 , 
HIER ER es PO EMES N 
PM ATE UE OMR PCR TIRE 


Donc, d’après le n° 327, les intégrales de l’équation (2) n'auront 
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pas d’autres points critiques que ceux des coefficients dr ET 
A A 

N 


7? c’est-à-dire : 


1° Les points critiques des fonctions À, B, ..., L, M, N de x: 
2° Les points où A(x) s’annule. 


Par exemple, si À, B,..., L, M, N sont des polynomes entiers 
De ’ , , / . , . 
en æ, l'intégrale générale de (2) ne pourra avoir d’autres points 
criliques à distance finie que les zéros de A. 


Mel à ES : ; B 
Si a est un point ordinaire des fonctions coefficients FR 


on pourra développer l’intégrale générale de lPéquation (2) en 
série de Taylor, ordonnée suivant les puissances croissantes de 
z — à, el convergente dans un cercle ayant pour centre «a et pour 
rayon la distance de ce point au point critique le plus voisin des 
fonctions coefficients. 


Corollaire.— Revenons à l'équation différentielle générale (1), 
d'ordre x; 1l résulte de ce qui précède que son intégrale générale 
dépend de 7 constantes arbitraires, à savoir D, c, ..., l, ainsi 
qu’on l'avait annoncé au n° 239. 


329. Intégrales premières d’un système. — n vertu du théo- 


rème général de Cauchy, étant donné un système canonique 
d'ordre } : 


EAUARE —/4 (aire, .. a 


ARE = fn(æ, Yi: ser Jr); 


la solution générale y1, Ya, -.., Yn doit renfermer 7 constantes 
arbitraires; on a donc 


te Se PI (æ, Ca» C2» +...) Cn ) 
(4) Ya = V2(T,C1,.., ..., Cn), 


en eue tdlt je do lens Das ets ele 7% e 


HSE Pa(æ, Cire...) Cn)- 


Si nous résolvons ces équations par rapport aux A constantes 
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Ce PL CCM) 

(5) Ga = Fo (2, Ce) 
l CA CU NPA PM): 

ce qui est une forme équivalente de la solution générale (4). 

Chacune des fonctions F,, F:, ... se nomme une intégrale 
première du système (3); ces x fonctions sont distinctes, c’est- 
à-dire ne sont liées par aucune relation : car si F, était fonction 
de F,,F,,..., Fh_,,les équations (5) montrent que la constante c, 
serait déterminée quand €,, €», ..., Cn_, seraient donnés, en sorte que 
la solution générale du système ne contiendrait que n —1 con- 
stantes arbitraires. 

D'une manière générale, on nomme #ntégrale première toute 
fonction de x, y1,..., y quireste constante quand on y remplace 
Vis Vas -.., Jn par les fonctions de x les plus générales satisfai- 
sant au système proposé : il est clair, d’après cela, que toute fonc- 
uon de deux ou plusieurs intégrales premières est encore une 
intégrale première. Comme d’ailleurs le système ne saurait 
admettre plus de x intégrales premières distinctes (sinon il y 
aurait, dans la solution générale, plus de 7» constantes arbi- 
traires), la forme générale des intégrales premières est évidem- 
ment 

CRIE AAA 
f étant une fonction arbitraire. 

On reviendra sur ces intégrales dans la théorie des équations 
aux dérivées partielles, où elles jouent un rôle fondamental; 
observons seulement ici que la connaissance d’une intégrale pre- 
mière permet d’abaisser d’une unité l’ordre du système. Car si 
l’on a 

DORE a ni li=iC Ont: 
on Llirera de cette équation la valeur de y», en fonction de 
L, Vis es Yn_1, Valeur qu'on portera dans les (n — 1) premières 
équations du système (3): on aura ainsi un système d’ordre ñ —1, 
les inconnues étant Yi, V2, ++. Yr_1. De même, la connaissance 
de k intégrales premières distinctes permet d’abaisser l’ordre du 


système de Æ unités. 
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Dans le cas d’une seule équation différentielle d'ordre n, une 
dy dy di-1y 
dx’ dx???” dx 


qui reste constante quand on y remplace y par la fonction de x 


intégrale première sera une fonction de x, y, 


la plus générale satisfaisant à l'équation proposée : car celle 
équation se ramène (n° 328) à un système d'ordre n», où les incon- 


d d1 y 
nues sont y, PA = a), A pu (= ee } 


Par exemple, pour une équation du second ordre, une intégrale 
premièressera de la 0eme T1, mn) —,C: 


330. Étude des solutions d’un système. Soit, par exemple, 


un système d'ordre deux : 


re dl Cr 0e 22(T, V3); 


si le système de valeurs &, b, c n’est pas critique pour les fonc- 

lions ÿ, el 2, le système admettra comme solution deux fonctions 

holomorphes, y et 3, égales à b et c, pour x — a. 
Proposons-nous de calculer les valeurs que prennent ces inté- 


Fig. 89. 


GC 


grales en un point æ = X, du plan de la variable x, lorsque cette 
variable va de a à X, en suivant une ligne donnée L. 
Les deux fonctions y et 3 sont représentées, aux environs du 
point x = «a, par des séries 
Yÿ=b+(x—a)+..., 


3=C+m(T—a)+..., 


qui sont convergentes dans un cercle C ( fig. 89) de centre a; 
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elles donnent donc les valeurs de y, z pour tous les points de la 
ligne L intérieurs à C. 

Soit a, un de ces points, voisin de la circonférence du cerele C:; 
en &, y el 3 ont les valeurs D, et c, et sont représentées, aux 
environs de æ — &,, par des séries 


Y=bi+Ai(T—-a)+..., 3=C+u(T—-a)+..., 


convergentes dans un cercle G, de centre à,. Elles font connaître 
vetzle long d’un nouveau tronçon de la ligne L, et, en continuant 
ainsi Jusqu'à ce qu’on arrive au point X, on obtiendra en ce point 
les valeurs cherchées de y et de z. 

Mais 1l peut se faire que les rayons de cercles successifs C,, C>, 
C3, ... tendent vers zéro quand æ tend vers un point & de la 
ligne L : en ce cas, on ne pourra prolonger les fonctions y et z sur 
cette ligne au delà du point £, à moins d’une étude spéciale dans 
chaque cas. La méthode générale tombe alors en défaut. 

Si cette circonstance se présente, désignons par n et € les 
valeurs vers lesquelles tendent y et z quand x tend vers £ en sui- 
vant la ligne L, de & en £ (*) : le système de valeurs Ë, n, Cest 
crilique pour l’une au moins des fonctions w,(x,y,z) et 
22(%,3,3), sinon on pourrait tracer autour du point æ —£ un 
nouveau cercle, de rayon non nul, à l’intérieur duquel les solu- 
ons y et z du système, qui, pour x — 6, ont les valeurs n et €, 
seraient encore holomorphes (?), ce qui permettrait de prolonger 
ces foncuons sur la ligne L, au delà du point x — &. 

La méthode ne peut donc être en défaut que si lun des sys- 
tèmes de valeurs successifs de x, y, z le long de la ligne L est 
critique (#) pour une des fonctions %,, #», ou si un point de la 
ligne L est un point d’indétermination pour y ou 3. Si ces cas ne 
se présentent pas, on aura prolongé y et z non seulement le long 
de L, mais dans toute la région du plan recouverte par les cercles 


(:) Cela suppose que n et £ existent, c’est-à-dire que le point æ = £ n’est 
pas un point d’indétermination pour les fonctions y et 2. 

(2?) Nous admettons ici, sans démonstration, que le système n’a pas d’autres 
solutions, y et z, se réduisant à n et € pour æ —£%, que les solutions holo- 
morphes. (Voir l’'Exercice XVIII, à la fin du Volume.) 

(3) Parmi ces systèmes critiques a, b, c, figurent ceux où a, b ou c sont 
infinis : car le théorème fondamental de Cauchy suppose ces quantités finies. 
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successifs C, Ci, C2, ...; à l’intérieur de cette région, les fonctions 
y et z, solutions du système proposé et égales à b et c pour x = 4, 
sont des fonctions holomorphes de x. 


Remarque. — Si le système canonique considéré est linéaire, 
la méthode précédente ne sera jamais en défaut, pourvu toutefois 
que la ligne L ne passe par aucun point crilique des fonctions 
de x coefficients du système : en effet, les cercles successifs dont 
on fait usage ont alcrs un rayon constant (n° 327), ce qui permet 
d'atteindre toujours le point X. 


II. — APPLICATION DU THÉORÈME DE CAUCHY. 


L] 
331. On a admis sans démonstration (n° 159) que la fonction 
inverse de l’intégrale elliptique de première espèce, c’est-à-dire 
la fonction z, de w, définie par l'équation différentielle 


dz RP |. 
1) eV 6 SEE 
| à Vi s 5 39 


est monodrome et méromorphe dans tout le plan de la variable w. 
Le théorème de Cauchy permet d'établir comme 1l suit cette 
importante proposition. 


332. Lemme. — La fonction z, de u, n’a pas dé point d’in- 
détermination à distance finie dans le plan de la variable u. 


Soit, en effet, z(4) une solution quelconque de l’équation (1); 
je dis que le point u = 4 ne peut ètre un point d’indétermination 
de z, c’est-à-dire un point singulier essentiel. Considérons à cet 
effet une solution particulière 3, (u), de l'équation (1), qui, pour 
u — 0, prenne une valeur arbitrairement choisie 6, telle toutefois 
que AB5— 9: $ — g, ne soit pas nul: $ n'étant pas racine du poly- 
nome en 3 sous le radical, ce radical, W/4 35 — 23 — 23, considéré 
comme fonction de 3, est holomorphe autour du point z =; il en 
résulte, d’après le théorème de Cauchy, que 3,(u) sera holo- 
morphe dans un certain cercle ayant pour centre le point u = &. 
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Les relations 


ds VE - dz; RAT 
es — 4 1 Q°) PE Ta S É 2 —— y nue A sr 7 
du (o] 9 3) du ART 821 te) 
donnent 
dz dz: 
0, 
æ = 7 3 æ 
VIS AE, VARÉT IEEE 


ce qui est, entre 3 et 3, l’équation d’Euler (n° 288): 3 et 3, sont 
donc (n° 290) liés par une relation algébrique. Or une équation 
algébrique, f(z, z,) — 0, donné pour 3, quel que soit z,, des 
valeurs finies ou infinies, mais jamais indéterminées ; en particu- 
lier, pour uw = 4, c’est-à-dire pour 5, = $, la fonction 3 n’est pas 
indéterminée. GO FU D 


333. Cela posé, reprenons l’équation différentielle (1), en 
l’écrivant 
dz 
(2) À +) 


du 


(3 ACT LES = és)(S ex), 


OÙ €4, €», €3 SOnt supposés distincts. 

Soient &o et z9 deux constantes. Si 3, n’est égal à aucune des 
racines €4; le radical en z est une fonction holomorphe de = 
autour du point 3 = £,: le théorème fondamental sur l’existence 
des intégrales nous apprend alors que l’équation (2) admet une 
solution, 3, qui se réduit à 3, pour w = &,, et que cette solution 
est fonction holomorphe de u dans un certain cercle de centre uw. 

Suivons de proche en proche la variation de cette fonction 
quand la variable w se déplace à partir du point u = u, : d’après 
le théorème fondamental et le n° 330, un point, w,, ne pourra être 
critique pour la fonction 3 que si c’est un point d'indétermination 
pour 3, cas à écarter d'après le Lemme, ou si 3 prend en ce point 
une valeur z,, telle que le système (w,, 3,) soit critique pour le 
second membre de l’équation (2), considéré comme fonction des 
variables indépendantes &w et 3. Or w ne figure pas au second 


membre de (2), qui est le radical V4 (2e )(z — e)(3 — es), et 

qui n’a comme points critiques, en Z, QUE 4 — 6, 62, e3 et oc. 

Donc les seuls points critiques possibles de la fonction z, de w, 
HI 2! 
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seront les points &w,, U», ... où cette fonction prend une des 


valeurs e,, 6, 63, 0. Examinons-les successivement. 


1° Si, pour u = u,, 3 devient égal à e,, je dis que le point w, 


ne sera pas critique pour £. Posons en effet 


l'équation (2) devient 


dt 


UN 


(ei —e+l2)(e — e3+t?) 

Or le système de valeurs & = u,, t = 0 n’est pas critique pour 
le nouveau second membre, car le radical ne s’annule pas 
pour {— 0, puisque €,, 6», e, sont distincts. [Il en résulte que w, 
est un point ordinaire pour la solution £ qui se réduit à 6 pour 
u = u, (!), et par suite aussi pour 3, égal à e, + L?. 

2° Si, pour & = 41, Z devient infini, je dis que le point w, est 


un pôle de 3. Posons en effet 


12? 

: ; É : se I 
l'équation (2) devient, après division des deux membres par ee 
dt 
(3) no eu NNLE ei TS Ur exl2)(1— ezt?). 


Là encore, le radical ne s’annule pas pour {= 0; il en résulte 
que la solution #, qui se réduit à o pour w = w,, est fonction 
holomorphe de uw autour du point w,; et 1l en est par suite de 


[ 


même de £?. Donc : — = est méromorplhe autour de ce point, qui 


est un pôle de z, d’après la définition même des pôles. 

Ainsi la fonction 3, de w, n’admet pas, dans le plan de la va- 
riable w, d’autres points critiques que des pôles; c’est donc, par 
définition, une fonction méromorphe de u. 

On a vu, aux n°% 158-159, qu’en admettant cette propriété, on 
démontre que 3 est fonction elliptique de w, du second ordre. 


334. Remarque. — Cette démonstration ne suppose nullement 


(1!) On admet que cette solution est unique. Voir à ce sujet l’Exercice XVIII, 
à la fin du Volume. 
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que e, +62 +e;3 soit nul, ni que le coefficient du terme en z 
sous le radical soit 4. 


330. Généralisation. — Si le polynome sous le radical est du 
quatrième degré au lieu d'être du troisième, ces résulats subsistent. 
Soit en effet l'équation différentielle 

dz 


du 


VAE ee da lea) (a;Za;), 


on voit, comme plus haut, que la fonction 3, de & (qui n’a pas de 

point d’indétermination à distance finie) (!), ne peut cesser d’être 

holomorphe que pour les points w = uw, où elle devient infinie ou 

égale à une des racines a;. Or: 1° si, pour u = u,, 3 est égal à a;, 

on voit que &, n’est pas crilique en posant 2—=4@,—+ £{?; 2° si, pour 

u = u;, 3 est égal à Pinfini, on voit que uw, est pôle de 3 en posant 
I 


t 
De plus 3 est encore une fonction elliptique de uw. On le mon- 
trerait en suivant la marche du n° 159, ou encore en ramenant le 


polynome sous le radical au troisième ordre par la substitution 


A 
4 


1 I 
| : t 


2 . TAN | [ 
ce qui donne, dans (4), après division des deux membres par nt 


/ ie 
— —— = ÿ Polynome du troisième ordre en é. 


Alors £ étant (n° 333) fonction elliptique de w, du second ordre, 


I À - : 
z, OU 4 + ne est également elliptique, et du second ordre. 


330. Remarque. — Si l’on prend sous le radical, dans l’équa- 
uon (4) ci-dessus, un polynome, Z, d'ordre n supérieur à quatre, 
on ne peut plus établir que 3 est fonction monodrome de w. 

On verrait bien, comme plus haut, que les points u = ui, 
pour lesquels la fonction 3 devient égale à une des racines du 


(!) La démonstration de ce point est la mème que celle du Lemme ci-dessus 
(n° 332); on s'appuie toujours sur l'intégration algébrique de l’équation d’Euler. 
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polynome Z, ne sont pas des points critiques; mais pour les 
points u — u,, où z devient infini, le raisonnement ci-dessus est 


LA 


inapplicable, et w, n’est pas nécessairement un pôle de 2. 
o(u) 
UN 


En effet, si c’est un pôle d'ordre À, on aura 


o(u) étant holomorphe autour du point w, et ne s’annulant pas 
CE 
en ce point. Sous une autre forme la quantité 3 ”, c’est-à-dire 


UEU 
———,; sera : 1° nulle pour u = u, ; 2° holomorphe autour de ce 


[o(u) 
1 
point; et réciproquement siz ? jouit de ces deux propriétés, le 
point w, sera pour 3 un pôle d'ordre A. 
1 
Or si l’on pose 3 *— # dans l’équation différentielle proposée, 


celle-ci devient 


SARLEAL ee NP At B 
EUR FE \/ san Ù jRu=D © 


c’est-à-dire 


Le second membre est infini pour { = o, quel que soit l’entier 
positif À, dès que » est supérieur à quatre; on n’est donc plus 
certain que la solution £ de l’équation ci-dessus, qui se réduit 
à zéro pour uw = uw, soit holomorphe autour du point w,. 


CHAPITRE IV. — ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


[er 
NI 
> 


CHAPITRE IV. 
ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


I. — GÉNÉRALITÉS. 


331. Définitions. — On appelle équations linéaires celles dans 
lesquelles la fonction inconnue et ses dérivées n’entrent qu’au 
premier degré et ne sont pas multiphiées entre elles; leur forme 
générale est 


dry de Tse d V 
AT D D dx 


P, ..., T, U, V étant des fonctions de x seul. 

L’équation est dite sans second membre si V est nul, c'est-à-dire 
si elle est non seulement /{néaire, mais homogène, par rapport 
à y et à ses dérivées. 

D’après cela, l’équation linéaire d’ordre r sans second membre 
rentre dans le troisième cas de réduction (n° 296) et peut se 
ramener à l’ordre (7 — 1) par la substitution y = e° ; mais l’avan- 
tage est généralement illusoire, la nouvelle équation étant plus 
compliquée que l’ancienne et, surtout, n'ayant plus la forme 


linéaire. 


398. Exemple. — L’équauion linéaire du second ordre sans 


second membre, 


dy dy 
dx? dx 


PU OH NpOSEME er RUCvIent 


ape VAE Pz"—ÆE Q _—_ 0, 


équation de Riccati quand on prend z' pour inconnue. On 
saura l'intégrer si l’on en a une solution; mais nous verrons 
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plus loin (n°344) que l'équation linéaire du second ordre s'intègre 
également, et avec simplicité, si l’on en connaît une solution. La 
transformation n’a donc pas d'avantage. 


Equations linéaires sans second membre. 


339. Soil l’équauion 


ñ h—1 4 
CD) EE ae Se EE ee 


si nous désignons, pour un instant, le premier membre par F(Y), 
on a identiquement, grâce à la forme linéaire et homogène, 


HET ES si € est une constante, 
F(y1+ÿe) = F(yi)+ F(ya). 


Il en résulte que si y, el y, sont des solutions de l’équation (1), 
Ci Ja el Co Ye Sont aussi des solutions, ainsi que c, Yi + Co Yo) 
C, el C2 désignant des constantes; et, en général, s1 y4, Ya, Vas ... 


sont des solutions, €, Yi + CoY2 + C393 +... en sera une autre, 


340. Théorème fondamental. — On peut déterminer n solu- 


Lions, Yi, Vas +. Vn, de la proposée (1), telles que toutes les 
autres soient de la forme CiY1 + C2Ya +... + CaYne 


En effet, le théorème est vrai pour nr = 1, car l’équation (1) est 
alors 


d'où 


22 —— P dx, log y = — [ de + loger 


— [ras 
Vi crée ou Vi Ci: 


Démontrons maintenant que le théorème est vrai pour une 
valeur de n s’il est vrai pour la valeur n — 1. 


Soit ), une solution quelconque de la proposée (1); posons 
V = CJ1, C élant la nouvelle inconnue; nous avons 


RL LE RE 2 En A A Um end nn tte 
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expressions linéaires et homogènes en c, c', c”, .... Substituant 


ces valeurs dans (1), on obtiendra donc une équation linéaire et 
[ If 


homogène en c, c', €", ..., c(#), Cette équation ne renfermera pas 
de terme en €, car le coefficient de c y sera 
LAUEE Py{-1) +. É Ty: ne U y1, 

quantité nulle, puisque y, est solution de (1). L’équation diffé- 
rentielle en c est donc de la forme 

ct) F: ctr-1) +, : .+S1c"+T,c — O, 
équation linéaire et homogène d’ordre » — 1 en c'. Mais le théo- 
rème à démontrer étant vrai pour l’ordre n — 1, toutes les solu- 
ons de cette équation sont comprises dans la formule 


! b 


C = Cola + CzyU3 +... + Cr, 


C2 +... Cn étant des constantes arbitraires; on en conclut 


c= cs f'mde+..+e, [usdr+e 


d’où, pour y, la forme 
FY =CYi—= CiYi1 —— C2V 9 +. | CnVn- 


Telle est l'intégrale générale de la proposée (1); c,, ..., c, sont 
des constantes arbitraires, y, Y», ..., y des fonctions de z. Les 
Vs sont aussi des solutions de (1), car si l’on fait 


C1—= C3—= Cr =... = Cn —= O0 et C2 —=T, 


on a 7 —7». Le théorème fondamental est donc complètement 
établi; non seulement la solution générale est de la forme 
CV... Cnÿn, Mais il n’y a pas de solution (singulière) 
échappant à cette formule. 


Corollaire. — Entre (n + 1) solutions d’une équation linéaire 
et homogène d'ordre n,1l y a au moins une relation linéaire et 


homogène. 


341. Remarque. — On déduit de là la solution du problème 


suivant : 


Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que n +1 
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fonctions de x, à savoir Vi, Vas +++, Vans, Sotent liées par une 
relation linéaire et homogène | 


(2) C1Y1+ CoVa +... + Cn+1Yn+1 = 0, 


les c étant des constantes, non nulles simultanément. 
Dérivons l'identité (2) par rapport à x, 1l vient successivement 


! ' 0 cf re 
| EE LE M en A D 2 MOT À cmt 


L’équation (2) et les » équations dérivées (3) établissent, entre 
les (7 + 1) constantes C;, C», ..., Cnya, (A +1) relations linéaires 
et homogènes; les c n'étant pas tous nuls, le déterminant A, 


J1 J2 _Vri1 
! 4 
NE Pa J 2 3 
ACL) (r) n+ 
J'i J'> “Jin. 


est nécessairement nul, quelle que-soit la valeur donnée à +. 

Je dis maintenant que la condition À — o est suffisante. Elle 
exprime en effet que y, est solution de l'équation différentielle 
linéaire, homogène, et d'ordre x en y, 


“4 3 c.. Jn+1 
RE 
RUE Ses 
D'ailleurs yo, V3, :.., Yny1 Sont aussi des solutions, car si l’on 


fait y — y2,le déterminant a deux colonnes identiques et s’annule. 
On a ainsi (n +1) solutions, à savoir y, Yo, -.., V1, d’une 
équation différentielle d’ordre », linéaire et homogène; ces solu- 
sont donc liées (corollaire du n° 340) par une relation linéaire et 
homogène. 

La condition nécessaire et suffisante cherchée est ainsi: A — 0. 


342. On a vu que les solutions de l’équation proposée (1) sont 
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comprises dans la formule 
V = Cr Fi Cast 2 NCA Mn; 


Vas Jay +. Vn étant des solutions convenablement choisies; je 
dis qu’il n'existe entre elles aucune relation linéaire et homogène. 
Car si l’on avait 


Vn= UE Qu UE MAO TEE Àn—1Yn—1; 
on aurait, en portant cette valeur dans l’expression de y, 
= (C1 + À Cn)ÿ1 +... +(Cn-1 + Net Cn\Vn—1; 


formule qui ne contient en réalité que (r7 —1) constantes arbi- 
traires, (C1 + hi Ca), ..., (Cn_1 + Ân_1Cn), et qui ne peut par suile 
représenter l'intégrale générale d’une équation différentielle 
d'ordre n. | 

Réciproquement, étant données z solutions, wi, 42, ..., un, de 
l'équation (1), linéairement indépendantes, c’est-à-dire entre 
lesquelles n'existe aucune relation linéaire et homogène, on 
pourra mettre une solution quelconque sous la forme 


Y = du+ deu2+...+ dun; (dents Cunst 


Car wy, wo, ..., un étant des solutions de (1),ona 


| U—= Pit... + AnVn) 

(4) 

Un — MVite.+AnYa; 

comme il n’y a pas de relation linéaire et homogène entre 
Us Uo, +. Un, le déterminant 


ea ee, ln | 


EAP PS 


n'est pas nul, et l’on peut, par suite, résoudre les équations (4) 
par rapport à Yi, Yo, -.., Vn: les valeurs de y; ainsi obtenues 
sont linéaires et homogènes par rapport aux w;, et dès lors l’ex- 
pression 


C1Y1+ CT ae ChŸn) 


qui est la solution générale de la proposée (1), peut aussi se 
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/ 


mettre sous la forme 


dyui+ dia... .+ dau, 


les d; désignant des constantes arbitraires. 

On saura donc écrire immédiatement l’intégrale générale d’une 
équation différentielle linéaire d'ordre n, sans second membre, 
quand on connaîtra 7 solutions linéairement indépendantes. 


343. Théorème. — Sÿ l’on connaît p solutions d’une équa- 
tion linéaire sans second membre (1), d'ordre n, 


15 NAT Once Yp (P es n), 


linéairement indépendantes entre elles, on peut ramener l’in- 
tégration de la proposée à celle d’une équation linéaire sans 
second membre d'ordre n — p, et à p quadratures. 


Faisons en effet un changement de fonction, en posant 
NW —= Cr —+ C2 Va +. . + Cp} p; 


Ci, Coy +, Cp élant p nouvelles inconnues, que nous pourrons 
lier par (p — 1) équations à notre choix (!). 


ES d'auys, 
14 SE D 'ari+ DZ 


Nous avons ainsi 


d’où, en dérivant, 


CSI Jia, y, n'étaient pas linéairement distinctes, c’est-à-dire si l’on avait 


VE hVat hs te: Ce. pa AT 


le changement de fonction serait 
J=(G+ha)Yite.+(c+a,a)y, 


et il n’y aurait en réalité que p — 1 inconnues, (c,+ À,C, ), ..., (c,+ À,c,). On 
n'aurait donc pas le droit d'établir entre elles p — 1 relations: c’est pourquoi on 
doit supposer, dès le début, que y;, ..., >, ne sont liées par aucune équation 
linéaire et homogène. 


La méthode employée dans ce paragraphe est dite de la variation des constantes. 
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Nous prendrons comme première équation entre les c l'équation 


; | 
ù C; Vi = O.: | 


Nous aurons ensuite 


- 
" 1/4 Le ! 
VY — ) CPE ) Pr 


et nous poserons encore 


et ainsi de suite, jusqu'à 


(p—1) — .v(P—1) 
ÿ 21; — > F3) OR TE Ie OR EL Er LE LR 


en posant 


On ne peut aller plus loin, car on a ainsi, par les équations (C), 


élabli p — 1 relations entre €, €, ..., SE 


(/4 


D’après cela, Vi V', ..., yPTV sont les mêmes que si les 
Ci, Co, -., Ch élaient des constantes. Continuons à dériver; 1l vient 


SA ere ete ts el'e ete) dar et aetere a le sois «5 9 se 


r D #eS7 (N—p+1)3,(p—1) 
FA dc +... + Ye ! rte 


Portant ces valeurs dans l’équation proposée (1), nous obtenons 
une équalion F—o, linéaire et homogène par rapport à 
Ci: Co) --., Cp el à leurs dérivées jusqu'à l’ordre n — p +1, car 
chacune des dérivées de y est fonction linéaire et homogène de 

. : 
ces quantilés. Je dis que les termes en ci, C:, ..., Ch n’y figurent 
pas. En effet, ces termes sont évidemment ceux qu’on obtiendrait 
en substituant à y, dans l'équation (1), la fonction 


C191 RE C>V2 +. st Cp p 


OÙ Ci, ..., Cp SOnL regardés comme constants; mais cette fonc- 
on étant dans ce cas une solution de (1), le résultat de la sub- 
slitution est édentiquement nul. Donc l'équation F — 0 ne con- 
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tient pas les c;; et son premier membre se réduit à une fonction 
linéaire et homogènetdes-dérivées!c,; °c; "on 
Cela posé, on peut tirer des équations (C}), c’est-à-dire de 
P ? , 


CC) EN SUR RER ER NE SE EEE 
4 rKP—2 ! (PURE 
| CEE l+...+c, y —0, 


| 4 ! ! 
[ESA lente dec rc RE NEC 


3) P 
minant de ces inconnues est précisémeat le déterminant A qui, 


en fonction de c' : en effet, le déter- 


égalé à zéro, exprimerait que y, ..., y sont liées par une relation 
linéaire et homogène (n° 341). Et comme on a supposé Yy1, 
Vas -.., Vp linéairement indépendantes, À n'est pas nul. 

On exprime ainsi €,, €,,..., c, en fonction linéaire et homo- 
gène de c,, sous la forme 


(te ! rite ! (AREA , 
Co — 201, Css C it HA Che dCi: 


L2, 43, ... étant des fonctions connues de x. 

En dérivant ces relations, on exprime les dérivées successives 
de c’,, €, ... en fonction linéaire et homogène de c° et deses 
dérivées Jusqu'au même ordre; portant ensuite ces valeurs dans 
l'équation F — o, on obtient une équation linéaire et homogène, 

. f " UE 0 NE EN 7 ss le AU. = x 
BHITÉIC CIC REC: , c’est-à-dire d'ordre n — p par rapport 
d ce 

Supposons qu'on puisse l’intégrer; soit c, sa solution générale, 

on aura €, par une première quadrature; puis de la relation 


on déduira 


et ainsi de suite, c’est-à-dire que C2, C3, ..., cp s’obtiendront 
par p — 1 nouvelles quadratures, soit en tout p quadratures, et la 
solution générale de la proposée (1) sera donnée par la formule 


A — Ci JE += C3Yo +. se +CpŸp- 


Les 7 constantes arbitraires proviendront: 1° des 7 — p cons- 
tantes que contient c’,, solution générale d’une équation d’ordre 
n — p; 2° des p constantes introduites par les p quadratures. 

Cette méthode de la variation des constantes est due à La- 


grange. 
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344. Corollaire. — Si l’on connaît (7 — 1) solutions indépen- 
dantes de l’équation d'ordre 7 sans second membre, on saura 
l'intégrer, car on la ramènera à une équation analogue du premier 
ordre, qui s'intègre immédiatement par une quadrature. 

En paruculier, soit y, une solution de l’équation du second 
ordre 

DRE 0: 


pour achever l'intégration, on posera y = cy,, d’où 
C'Yi+c(2Yi+Pyi) =0; 


à AT 
c'est-à-dire 

CNT VAI 
> = 0. 


Ce ÿi 


Intégrons ; 1l vient 


log ce" + 2 log y: + l Padr'=\ogesz, 


ou 
I | P dx: À : 
C'—= C2 —e ! (C> = constante arbitraire), 
on 
? L 

d’où 

sc ] — frax ; L k 

DEC | — e dx + C1, (C1 = constante arbitraire ), 
PÉNENS ; 

et 


s É I = frax 
M=CYi = CiYi + Coÿi [l e dE: 


3 
yi 


C’est l’intégrale générale cherchée. 


Equations linéaires avec second membre. 


345. Forme de l’intégrale générale. — Soit l'équation d’ordre » 


} [n—1 l d 
Ca P LAB + T Se +Ur= V, 


dx" der dx 


(5) 


linéaire et à second membre; désignons par Ÿ, une quelconque 
de ses solutions; si nous posons 


ss = 8 + Yo, 
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3 étant la nouvelle inconnue, nous obtiendrons évidemment pour z 
l'équation 

d"z dr1z dz 
pe dz 


ER ES CU Ÿ 


(6) me js Poe 
| dx" dx'-1 dr 


+ Uz =o, 
ce qui monire que 3 esl la solution générale de l'équation pro- 


posée, dans laquelle on aurait supprimé le second membre. L'in- 
tégrale de la proposée avec second membre est donc 


7 
SI 


) PNG CF IR ICE MAR SE Cr Vs 


Vis ce, Jn étant À solutions, linéairement indépendantes, de 
l’équation sans second membre. 


346. Théorème. — S£ l’on connaît p solutions, Y1, ..., Yp) 
linéairement indépendantes, de l'équation sans second membre, 
l'intégration de l’équation avec second membre se ramène à 
celle d’une équation linéaire à second membre, d'ordre n—p, 
et à p quadratures. 


Il suffit, pour l’établir, de reproduire, sans aucun changement, 
la méthode et les calculs du n° 343. 

En particulier, supposons qu’on connaisse » solutions de l’équa- 
tion sans second membre, c’est-à-dire qu'on sache l'intégrer : on 
obtiendra, par 7 quadratures, l’intégrale de l’équation avec 
second membre. 

Ainsi, l'équation sans second membre étant intégrée, on 
saura intégrer l’équation avec second membre. Cette proposi- 
tion est importante; aussi allons-nous reprendre les raisonne- 
ments et calculs qui servent à l’établir. 


347. Soient donc x solutions particulières, 4, Ya, ..., Yn) 
linéairement indépendantes, de l’équation sans second membre; 
posons, dans l’équation avec second membre, 


VA CLPa EE Ca Ve Te Chr 


Ci, +.) Cr étant » nouvelles inconnues, que nous pourrons lier 
par 2 —1 relations à notre choix. Nous prendrons les (n —1) 
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relations suivantes 


! 
CiFi+CoYate.. + ChYn=0 ou ù CiYi== 0, 


(C) Veiri= si 


Il en résulte que les (n — 1) premières dérivées de y sont les 
mêmes que Si Ci, ..., C, élaient des constantes; c’est-à-dire que 


J" = » CiV à 


UV atel= te  élalasr asie 


d’où 
PAUL Ù C7 + > 2 ê 


Portons ces valeurs dans l'équation à second membre; les 
termes en Ci, ..., €, disparaissent (n° 343), et 1l reste seulement 


ar 1 EN 
> CiY AV 


Cette équation et les (7 — 1) relations (GC) donnent €«,6,,..., €! 
en fonction de z, par 2 équations du premier ordre. Ces équations 
sont compatibles, car le déterminant des coefficients des inconnues 
est le déterminant À, qui, égalé à zéro, exprimerait que y,,,Y2, .…, 
Yn Sont liées par une relation linéaire : comme on a supposé ces 
fonctions linéairement indépendantes, À n’est pas nul. 

On peut donc résoudre les équations considérées par rapport 


TE Fa PT 
OCR, CR ON IA ALES 


re U;, MATE …., LP US 
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U,, ... étant des fonctions de x; d’où, par n quadratures, 


Ci — f Uidr+ x, 


À; étant une constante arbitraire. Si, enfin, l’on porte ces valeurs 
dans l’expression de y, il vient 


Re dé — > (oi füsar) +AVi+ h2aVate + nVne 


Telle sera la solution générale de l'équation avec second 
membre, déduite, par n quadratures, de l'intégrale générale de 


l'équation sans second membre. CORP 
348. Exemple. — Reprenons l’équation du premier ordre 
(n° 253) 
dy 
os) — + Py--Q —=o. 
(8) dx A0 


- dy , 
L'équation sans second membre, -— Py — 0, s'intégre de 
q Mis O4 Ù o 


suite par séparation des variables: sa solution est 
[ras 


Portons cette valeur dans (8), en regardant c comme une fonction 


Ve 


de x: les termes en c disparaissent; il reste 


d’où 
- [rar 
C= — | Qe: dx + ci, 
ce qui donne, pour la solution générale de (8), 


- [rar : [rar r. frax 
“4 == C1€ RCE | Q e° dx. 


C’est au fond la méthode du n° 253: les notations diffèrent, 
mais les calculs sont identiques : c est la fonction désignée au 


on SE fr dx 
n° 293 par u; e * est ?. 
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349. Remarque. — Soient deux équations linéaires avant 
q q 4 
même premier membre : 
dan à 
(9) nes Ur = V,, 
ï dry ee 
(10) He AT Er? Via! 


si Ÿ, est une solution de la première et Y, une solution de la 


seconde, Ÿ, + Y, sera la solution de Ia même équation, où le 
second membre serait V, + V, : 


d'y 


dx't 


AA TE NN EVE 


Il suffit, pour le voir, d'ajouter les relations qui expriment 
que Y,et ŸY, vérifient respectivement (9) et (10). 


Cette remarque esl souvent utile lorsqu'on cherche une solution 
particulière d’une équation linéaire à second membre. 


II. — ÉQUATIONS LINÉAIRES PARTICULIÈRES. 


1° Equations à coefficients constants sans second membre. 


390. On sait les intégrer complètement; elles sont de la forme 


dt y dr—1 14 = dy 
l CRT DUR d ; mois Te En = (0e 
cu) dan dans fax “870: 
&, ..., f, g désignant des constantes. Posons en effet avec Euler 
Y — Rx 


s élant une constante, que nous chercherons à déterminer de 
CU © isf. Ne A lé e \ {: : 
maniere que y salistasse à équation ter Nous avons 


d d'y 
AA — SEE __ J 2 s'!t esx, 
dx dx" 


Substituons dans le premier membre de (1); le résultat est 


eSx(st+ as lt, + fs + g), 
H. — IT. FL 
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et celte quantité sera nulle si s est racine de l'équation, dite carac- 
téristique, 


(2) st+ as l+,. + fs+ g—=o. 


S1 cette équation a ses n racines distinctes, S4, S2s «.., Sny ON 
aura ainsi 2 solutions particulières de (1): e%*, ..., e“x*, Je dis 
qu'il n'existe aucune relation linéaire et homogène entre ces solu- 
tions, c’est-à-dire (n° 341) que le déterminant À 


| eSs1X eS2x eSnX 
{ 
A | S1 es Sa ESxX Sn Cÿn* | 
SP Lent  S2 Le RS GS RE | 


n’est pas nul. Si lon divise en ellet les termes de la première 
colonne par e%*, ..., ceux de la dernière par ex, ce déterminant 
se réduit à celui de Vandermonde, pour les éléments 5,, 52, ..., Sn; 
il n’est dès lors jamais nul si ces 2 quantités sont différentes, ce 
qui est précisément l’hypothèse. 

Il en résulte (n° 342) que l'intégrale générale de la proposée (1) 
est donnée par la formule 


VHICr ENT Ce CEE REA Cr) 


Ci Co +.) Cn étant des constantes arbitraires. 


301. Reste à examiner le cas où l’équation caractéristique (2) 
aurait des racines égales : voici la méthode proposée par d’Alem- 
bert. 

Supposons qu'il y ait une racine double, $, : faisons varier infi- 
niment peu les coefficients a, ..., f, g, de manière que l’équation 
caractéristique n’ait plus de racine double ; elle aura alors deux 
racines, s’ et s”, voisines l'une de l’autre et de s,, auxquelles 
correspondent, pour l’équation différentielle, les solutions 


qu'on peut remplacer par 


dont la dernière est une combinaison linéaire et homogène des 
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deux premières. Si l’on fait tendre s” vers s’, cette seconde solu- 
uon tend vers la dérivée 
d 


La est 


ds À 


pour s — 5’; c’est-à-dire vers xe%*, puisque lims'— s,. 

En d’autres termes, si l’on désigne par €, et €, deux constantes 
arbitraires, l'équation différentielle proposée est vérifiée par la 
fonction 

ET (Ci + C2T). 


Tel est le terme qui, dans l’intégrale générale, correspond à la 
racine double, s,; 1l renferme deux constantes arbitraires, et, par 
suite, l'intégrale générale de (1), si l'équation caractéristique n’a 
pas d’autre racine multiple, est 


Y =(cit+cit)eiT+ cest +.. ,<cnesnt, 


On traiterait d’une manière analogue le cas de la racine triple, 
et ainsi de suite, et l’on verrait que les termes de lPintégrale géné- 
rale qui correspondent à une racine multiple s,, d’ordre #, sont 
les Æ termes 


(Ci+ CT +...+ cxæh-tjesix; 
mais, ce résultat une fois prévu, il vaut mieux l’établir directement. 


352. Remplacons à cet effet y par e“* dans le premier membre 
de l’équation (1), et posons 


DS = SSP GS SEEN CPE RS ee 


il vient identiquement Ê 


(2 ta ACL PAS 
#4 ATETEN (es) Er + f pre test) Je gesx —— Sao LS de 


Dérivons les deux membres par rapport à s, en intervertissant 
l’ordre des dérivauions dans les termes du premier membre; nous. 
aurons 


ñn d'i—1 ; 
Dan Tnt (Test) Se. 


U ee | 
| + f Les) + g(resr) = ef (s) + ag (s)]. 


388 TROISIÈME PARTIE. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 
Dérivons encore une fois par rapport à s: 


dr 


d 
(Test) PEU Nue) Prier 
(5) dx" ) Hs re ) 


— est[w’(s)+2ro'(s) + x?o(s)], 


et ainsi de suite. 

L'équation (3) montre qu’on satisfait à l'équation proposée (1), 
en posant y —ef%*, s, étant une racine de o©(s) — 0. 

S1 $, est racine double, o'(s1) est nul, et la relation (4) montre 
qu'on a une solution de (1) en prenant y = ref; ce qui, avec e‘*, 
fait deux solutions correspondant à la racine s,. 

Si s, est racine triple, ©” (s,) est nul, et la relation (5) montre 
que, indépendarament des deux solutions précédentes, on à la 
solution y — zx?eñ®, et ainsi de suite. 

Donc, à chaque racine, s,, de l'équation caractéristique (2), 
correspond ainsi un nombre de solutions particulières e‘*, es*, 
z'es®, ..., égal à son degré de multiplicité : équation (2) étant 
de degré x, on a par là » solutions, qui, multipliées par des con- 
stantes et additionnées, fournissent l'intégrale générale de la pro- 
posée (1). Voici dès lors le résultat final : 


SE S3, S», ... sont les racines de l'équation caractéris- 
tique (2), et ki, ke, ... leurs ordres respectifs de multiplicité, 
l'intégrale générale de la proposée (1) sera 


YF = ehEzPre(x) = æ est PEUT). 0 


_P;,_,(x), .… étant des polynomes en x d'ordres ki —1,k2—1,.…. 
dont les coefficients sont tous absolument arbitraires. 


393. Remarque. — Si l'équation caractéristique a des racines 
imaginaires, celte formule introduit des exponentielles imaginaires 
qu’on peut faire disparaître comme il suit. 

Les coefficients de l'équation proposée (1) étant supposés réels, 
les racines imaginaires de l'équation caractéristique sont deux 


à deux conjuguées. Soient donc ! 


SIT 


S2—= à — Bu, 


deux racines conjuguées, muluples d'ordre Æ. Les termes corres- 
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’ 


pondants de l'intégrale générale sont 


Pr (x) elta+filx + 155281 (æ) eta—füzx: 
ce qu’on écrit, en remplaçant efêt et e7#8€ par leurs valeurs en fonc- 
tion de cos$x et sinbx, 
ex cos x Pres + Pr ,)+ ex sinBfx(iPr1— ip; ;), 
ou 


eAx COSB x Qx 1x) + e%rsinbr Q%_,(x), 


Q et Q' étant des polynomes en +, d’ordre À — 1, et qui sont arbi- 
traires, puisque P;_, et P,_, le sont. On a ainsi une expression 


réelle. 
304. Exemples. — 1° Soit l'équation 
d*y ae 
dx* di 


l'équation caractéristique, s' — 1 = 0, a pour racines E 1 et Xi; 
donc l'intégrale générale est 


CET + Ce T + C3 COST + Cy SINT. 


29 Soit l'équation 


l'équation caractéristique, s'+ 85? +10 —o ou (SEM 
a pour racines doubles Æ 21; donc l’intégrale générale est 


(CT + Ca)cos2æ + (ciæ+c,)sin2æ. 


2° Equations linéaires à coefficients constants 
avec second membre. 


395. Soil à intégrer l'équation 


AL r d'i—1 V d 
CAN pee DER RTE D Lg EN, 
dx" dx'-1 dx 


(6) 


où a, b, ..., f, & sont des constantes, et le second membre, V, 
une foncuon de x. 
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On intégrera d’abord l’équation sans second membre, et l’on en 
déduira l’intégrale de l’équation avec second membre par le pro- 
cédé général du n° 347 (méthode de la variation des constantes); 
on aura ainsi 2 quadratures à effectuer. 

Cette méthode convient quel que soit V; elle est même géné- 
ralement la seule applicable : toutefois, si V est d’une forme par- 
uculière, qui va être indiquée plus bas, on pourra trouver une 
solution particulière de l'équation proposée, et, en lui ajoutant 
la solution générale de l’équation sans second membre, on aura 
(n° 345) l'intégrale générale de (6). 


306. Supposons que V soit de la forme 
Fe f(@, 682 ep, 101 COS YA En e COSOLASIN OC EE |, 


f étant un polynome entier par rapport à tous les termes entre 
parenthésés,elta, 6," y 00,2. -désatonetantes. A0 men CES 
d’abord remplacer les sinus et cosinus par leurs expressions en 
exponentielles, et, comme le produit de plusieurs exponentielles 
ext est une exponentielle de même forme, V pourra se mettre sous 
la forme d’une somme de termes : EPe#%, P étant un polynome 
entier en æ. La question est alors réduite à trouver une intégrale 
particulière de l'équation 


di y dn-1y 


Don ne 


Ep 


= 


d 
+..+f + sy = Per, 


car, si l’on détermine ainsi des intégrales particulières correspon- 
dant aux différents termes de V, leur somme sera une intégrale 
particulière de la proposée, comme on l’a observé au n° 349, 


1° Supposons d’abord qu'il n'yail pas d’exponentielle au second 
membre de (7), c’est-à-dire à = 0; équation (5) devient 


:) dn y | dual | dy F | 
(8) re Ci UE PET Eur ie et 


P,, étant un polynome d’ordre m en x : 
Pr EVE ce Aiæ/i-l 225 0 Ar 


On voit de suite que l'équation (8) admet pour solution parti- 
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culière un polynome en x, Q»(x), d'ordre m. Car soit posé 


Qyn = doT'+ a x—1 + CE + A yn) 


on aura, en remplaçant y par Q», dans (8), et égalant les 
coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres, 


dE — A, 
ag + Mmfao —= Ai, 
in £ —— Mmf Am 1 + ..  — Ne 


équations qui donnent successivement @6, dy, ++, Am Sans ambi- 
s ES C4 À 5 de , : 7 à : » 2 
guité, pourvu loutefois que g ne soit pas nul, c’est-à-dire qu'il y 
ait un terme en y dans l’équation (8). 


fre . « È dy d2 
Si g'est nul, etsi, en même temps, les coefficients de RS 
dx dx? 
d'Æ -1 . ; . 
ET 4 sont nuls, l'équation (8) est de la forme 
dx“—- 
dr y di—17y dE y 
Len = BTE or DS L FE —_— FA (Oas 


c’est une équation linéaire, à coefficients constants, par rapport 
nur r 
er 

d'RAt 


parüuculière un polynome Q 


d’après ce qui précède elle admet donc comme solution 


AVC d'ordre m, 
dE y 


dx! 


= OPA 


d’où l’on tire pour y, par À quadratures consécutives, el sans 
introduire de constantes arbitraires, la solution particulière 


Ce œ Q(r), 


où Q,, désigne un polynome déterminé d’ordre m. 
9,9 Reprenons maintenant l'équation (5) sous la forme géné- 
rale 


dr y dn-1 7 
dx" dti 


+. . Pt robe À — exxP, (x): 


pour en trouver une solution particulière, nous ramènerons ce cas 
au précédent en posant 


Horse" 
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3 étant l’inconnue nouvelle. Il vient, par la formule de Leibniz, 


dry dz 
 —eAx | gg nai — 
dx" dx 
n(n—1) , 3 dn-1 3 dx 
QT na + — 
1.2 dx? dx-1 dx 


cale se © s'en leue 5: 6,9, ele) en e/elole 0) sn een) se cle se es.01e Le Se) e a ste 6 eo so cie e a sie set» 


Portons ces valeurs dans (3); nous avons, en supprimant aux 
deux membres le facteur e*, et en commencant par les termes 


dz 
ent e= 
dx” k 
En I CPE FANS 
Ce CNT AL RATS 25: HURE NE 
(9) | je Pa PNA) ) 
(9 
| { dr z UE (a) dnz RATES 
Are DNA QUI (a) +... + = — x), 
Dérro tak dre ) dx" ÉAYE 


o(x) désignant, comme plus haut, le premier membre de l’équation 
caractéristique, à savoir a? + aa! +... fa + g. C’est là, en x, 
une équation de la forme (8). 

Donc, si w(x) n’est pas nul, c’est-à-dire si & n’est pas racine de 
l'équation caractéristique, la transformée (9) admettra, comme 
solution particulière, un polynome Qt tdiordre nr ;4uelote 


o(a)= g'(a)=...= oË (a) = 0, 


c’est-à-dire si & est racine multiple d'ordre À de l'équation carac- 
téristique, la transformée (9) admettra, comme solution particu- 
lière, un polynome de la forme 2*Q,,(x), Qx étant d'ordre m : 
d’où résulte, pour l’équation en y, la solution ex Q,(x). 


391. En résumé : 


On aura dans tous les cas une solution particulière de l’é- 
quation 
UEY ni 
CINE ER dy 


se En ls PEUT 8 à — ; AT 
dx" Î [44 dx"-1 he 7 dx RE SA Pm(æ)e de 


(7) 
OUIU VIE # £g et a sont des constantes, en posant 


y =reurrt Or (x), 


Qn(x) étant un polynome en x, de méme degré que le poly- 
nome Ph(x), et k étant l’ordre de multiplicité de la racine à 
dans l'équation caractéristique. Si a n'est pas racine de cette 
équation, on fera k = o. 
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Les coefficients du polynome Q,, (x) se détermineront par sub- 
stitution de la valeur de y dans l'équation (3); ajoutant à cette 
solution particulière la solution générale de l'équation sans second 
membre, on aura l’intégrale générale. 


398. Exemple. — Soit l'équation 
p 
TE + Y = COST. 


Le second membre étant la somme de deux exponentielles de 
la forme et, e7, et l’équation caractéristique admettant pour 
racines = {, une solution particulière sera de la forme 


æ(Àeir + meix), 
À et u étant des constantes, ou encore, de la forme 
æ(acosx + 6 sinx), 


4 et 5 étant des constantes à déterminer. Substituant à y cette 


valeur dans l’équation proposée, il reste 
— 24 sinx + 26 cosx = cos x, 
d’où 
J 


tm 2 DE . 
4 — O, PER, 


. . ei [ . . , PER. 
la solution particulière est donc -æsinæ,et l'intégrale générale est 


1002 - SN 
y = -æsinx + CG, sinx + CG, cosx. 
2 


3° Equations d’Euler qui se ramènent aux équations 
linéaires à coefficients constants. 


309. Ce sont celles du type 


é dr 
| | (pe +q" TE 
10) 
== j I Gin 7 ; | GHAIER 
| DOCD ASE Q AE SET CD er AS Se EEtC 


MUTAd Leu 2lélantdes constantes. 
Posons d’abord 
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l'équation devient 


dn_1 7 


n 
nEn d ‘4 ea mis. 
den-1 


6 dèn 


fe DU A aën-1 


d 
CMD His pSETE +87 = 0. 


Si l’on pose maintenant 


FL) Éiel d’où 


t étant la nouvelle variable, il viendra 


LA ANNE: à AN TE 12 dy 
HE AE V CANA CE 


La Le Le (e— dr) LE de æ (e D) ne 2! ar er à 
de? dé dt de dt dt dt? dt 


N 


et l’on aura évidemment, d'une manière générale, 


dy ent (LE Mt) dry ee SE 2) 


dÊn ci dir MP CT eur r 


À, ..., u étant des constantes. Portant ces valeurs, et la valeur (12) 
de £, dans l'équation (11), on voit que les exponentielles dispa- 


. Fr 3 . Æ. dr : 
raissent, car e"{ provenant de 6’? détruit et provenant de TL il 
» 


reste alors une équation linéaire et homogène à coefficients con- 


FA dty 
IL SN PTE 


équation par (E). 


stants, en y, ; que l’on sait intégrer. Désignons cette 


Ce résultat une fois établi, il sera inutile pour intégrer l’équa- 
ion (10) ou l'équation (11), qui lui est équivalente, de passer par 
l'intermédiaire de la substitution (12). En effet, on a = solutions 
indépendantes de l’équation (E) par les expressions 


6, GARE Ch 


S1,-.., Sx élant les racines supposées inégales de l’équation carac- 
téristique correspondante. L’équation (11) admet donc les n solu- 
tions indépendantes 


ÈS Ês. Pos 
a 1, 2, …..; s At) 


el il est aisé de déterminer directement s,, ...,s,. Écrivons, pour 
É - | se F 
cela, que &* est une solution de (11); nous avons, en divisant paré’, 


| p's(s —1)...(s—n+:1) 


(15) 
{ + apr-1s(s—1)..:.(s—n+2)+...+ fps +£g—o, 
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équation qui donne, pour s, # valeurs, qui sont $,, S$2, +.., Sn. 
L'équation (13) est donc identique à l’équation caractéristique de 
l'équation (E). 

S1 l’équation caractéristique de (E) à une racine multiple s,, 
d'ordre k, (E) admet comme solution 


$e — esit Pr Ce): 


P;_, désignant un polynome à coefficients arbitraires ; donc l’équa- 
on (11) aura la solution correspondante 


y = Pr (logé). 
Ainsi, pour intégrer l’équation (11), on formera l’équation (15 ); 
soient $,, S», ... ses racines, supposées d'ordres À,, k:, ... de 
multiplicité : l'intégrale générale de (11) sera donnée par 


pH = EñiPr (logé) RÉS:PE (loge). 


les P étant des polynomes en log£, d'ordre égal à l'indice, et de 
coefficients tous arbitraires. 

Par suite enfin, l'intégrale générale de la proposée (10) sera 
évidemment 


Yÿ=(prz + qi Pr illog(pr +g)]+...… 


Exemple. — Pour l’équation du type (10), 
> PY RAR 
de Ode Re 


l'équation (13) ests(s—1)—s—+1—0,etadmetla racine double 1. 
L'intégrale générale de la proposée est donc 


Y = æ(cilogt +02), 


Ci et © étant des constantes arbitraires. 


III. — SYSTÈMES LINÉAIRES. 


300. Les systèmes linéaires canoniques (n° 326) jouissent de 
propriétés analogues à celles des équalions linéaires à une seule 
inconnue. 
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Leur lype général'est, si l’on désigne par y, , {, u, ... les 
inconnues, 


+ P:17 + Q,z32+<Rit+Siu = D 
TE P27 + Qzs+Rit+Su+...= Vo, 


— + Psy + Que + Rit+ Su +... = V3, 


le nombre des équations est égal à celui des inconnues, et les 
P, Q,R, ..., V sont des fonctions de x seul. 

Si V,, Ve, ... sont tous nuls, le système est dit sans seconds 
membres. 

L'intégration du système (S,), d'ordre n, c'est-à-dire à 7 in- 
connues, peut se ramener à celle d’une seule équation différen- 
tielle linéaire d'ordre n. 

Dérivons en effet (7 — 1) fois chacune des équations (S,) : nous 
obtenons en tout #7 + n(n—1), où n#?, équations linéaires en 


) dy any ds Ces entre lesquelles nous pou 
VMS ete ee CRT ele + ee IN NOM S S 
J9 dx’ ? dx? dx’ ? dxn? : Î 

dz d'z dt 


vons éliminer les inconnues 3, » +++) qui sont 


de” dun D dx 
au nombre de (n +1)(n7 —1), où #7?— 1. On arrive ainsi à une 
équation linéaire en y, qui est généralement d'ordre ». Celle-ci 
intégrée, les équations précédentes, en général, donnent linéaire- 
ment les autres inconnues 3, t,... (et leurs dérivées), en fonc- 
Lion de y et de ses dérivées. 

Cette marche est avantageuse si le nombre des inconnues est 
peu élevé; dans les autres cas, 1l vaut mieux essayer d'intégrer 
directement le système. On va indiquer, dans ce but, les propriétés 
les plus importantes des systèmes linéaires et de leurs solutions. 


Systèmes linéaires sans seconds membres. 


361. Considéronsle système(S,)sans seconds membres, c'est- 
à-dire où tous les V sont nuls : il est clair que si y, 31, du, ... 
forment un système de solutions, ce que l’on appellera plus 
brièvement une solution, c,91. ©1231, city, - sera une autre 


La 
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solution. De même, y, 32, +, .… étant une solution, c,yi+ c:Y, 
CySit Co So, Cili + Cale, . « en sera une autre. 

DUR RER LES OIUONS CD ETES NV Sn Cho ON 
dira qu’elles sont indépendantes si l’on ne peut trouver un 
système de constantes, Ci, C», ..., Cp, Simullanément différentes 
de zéro, telles qu'on ait, quel que soit +, 


CpŸp = Pi TT Cao Cp AV p=1; 
Cpip=Ci131T C282+.. 1 Cp—1 Zp—1; 


Cplp = Cili + Cola +... C p—1 Ép—1; 


I faut et il suffit pour cela que l’un au moins des déterminants 
d'ordre p formés avec p colonnes du tableau 


Fe <1; li, 
() REHERNET LE EE 


.….) e CCE) CN 


PV ps Sp OT ae 


soit différent de zéro. 


362. Théorème. — S4 l’on connaît p solutions indépendantes 
d'un système d'ordre n sans seconds membres, l'intégration de 
celui-ci se ramène à l’intégration d’un système sans seconds 


membres d'ordre nr — p, et à p quadratures. 
Soit, pour fixer les idées, #2 — 9 et p — 2. Le système est alors 


/ 


d ” É 
” ne EY + Q: 35 + RP: € —- SU — T,e = 0; 


dx 
dz . : 
nest Rat Su Too = 0, 
dx 
Le dt L : 
(S) { NUE Sant 034 - Rit+ Su + T30 = 0, 
du ; 
FRS TU Y+Q,s+R,t-+S,u +T,e = 0, 
LE 
de * ; 
| Te tte P;y Sn Q;3 + R;st+ Ssu + Tv = 0. 
ME 


On connait les deux solutions 
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Si elles sont indépendantes, un au moins des déterminants 
formés avec deux colonnes de ce tableau n'est pas nul; soit 
Va32— 719220. Posons alors 


J=YYi+ Lys, 
32= Yz, +Z2;, 
(2)  t= Yi +Zt +0, 
u—= Yu + Zu: +, 
p= Yri+ Zra+n, 


\ 


Y, 2,0, vu, n étant les nouvelles inconnues, Si l’on substitue ces 
valeurs de y, 3, {, u, e, dans le système proposé (S), on obtient 
cinq équations linéaires et homogènes par rapport à Y, Z,0,0,n 
et à leurs dérivées ; dans ces équations les termes en Y et Z dispa- 
raissent, car le système est vérifié si l’on suppose Y et Z constants 
et 0, 0, n nuls; il reste donc 


dY dZ \ 
es ae CORPS EEE 10; 
dY dZ 
Fo Be re co RANMARD Er T: 7 8; 
k AD REX az TO 
(63) (re LS RS on + R30 + Sso Tin = 0, 
do dY dZ 
SAME 161 a ue + RO S0 + Tiq = 0, 
at PR PRE TE D 
ur dx dx 


Des deux premières on peut tirer (puisque 13» — %»Y15 0) 
dY d?, ; AS | ( 
—— et —— en fonction linéaire et homogène de Ü, 0, 1; portant ces 
dx dx © LAURE 
valeurs dans les équations suivantes, on obtient un système 
linéaire, sans second membre, aux (rois inconnues 0, v, x, et de 


la forme 


dd N 4 

ARS + U,0 + Vio + Win = O, 
(4) AN AP PART Etre 0 
\ dx 2 2 21 ? 

“3 + Ü30 + Vs0 + Wan = 0. 

dx 


Ce système intégré, les deux premières relations (3) donneront 


CHAPITRE IV. — ÉQUATIONS LINÉAIRES. 399 


adY dZ : È x : 
Tr 7 d’où YŸ et Z par deux quadratures. Enfin les équa- 


tions (2) fourniront explicitement les anciennes inconnues. 


COMME D: 


303. Corollaire. — Soit 4, v, n une solution particulière de (4); 
les valeurs correspondantes de Ÿ et de Z étant déterminées par 
deux quadratures à l’aide des deux premières relations (3), les 
formules (2) fournissent une nouvelle solution du système consi- 
déré : cette solution et les deux solutions primitives 34, 3, 4, 
Li, Paye 32, Le Ua: U+: sontiindépendantes; car si 0, ‘par 
exemple, est Zo, le déterminant 


| Vi #1 li SITE 
Î 2,9 
2 32 L ) ou 0 J , 
? F 1, ARE 
Yyi+2ÿe Y 3, + Z 22 Yti+Zt+ 0 


n'est pas nul. Ainsi, à p solutions indépendantes on peut en 
ajouter une nouvelle, formant avec elles un système de p +1 
solutions indépendantes. 

Or une solution y, 51, {,, ..., forme à elle seule un système 
indépendant, car y, 31, {,,... ne sont pas nuls à la fois : donc, en 
allant de proche en proche, on voit qu'il existe un système de n 
solutions indépendantes, n étant l’ordre du système proposé. 


304. Soit donc un système quelconque de n solutions éndé- 
OL 2 (Maserati a) ipoutmODIeNri 
solution générale, posons dans le système proposé (S) 


(5) 


27 ent NE fe DR Cet TELE 
| = C1 FCI22 +... CS; 


Ci, Coy +.) Cn étant les » inconnues nouvelles. Le système trans- 
formé ne contiendra pas de termes en Ci, C+, ..., Cr (n° 362) 
puisque, Si Ci, ..., C, Sont constants, les équations (5) donnent 
une solution du système. Il restera ainsi 


de; de» dCn 
RP ET Sa pres À 
_ dei dCn 
31 ep Et: deleoyeepere she + Zh She 0, 
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Ha AO 2/52 | 
d’où, puisque le déterminant | 3, 3 ... :, | est supposé Zo, 
dei des 1, TC 
7 ARE 2 AU TEEN LE 
c'est-à-dire 
C1 — CONS C2 —= CONSl., 
Donc : 
369. Théorème. — La solution la plus générale d’un sys- 


tème linéaire sans seconds membres est fournie par les 
formules (5), où c1, ©», ..., cn désignent des constantes arbi- 
traires, et{ 381; Lis ces (Mr énntaier J IUISOLULIO NS EPP 
culières indépendantes, quelconques d’ailleurs. 


Systèmes linéaires à seconds membres. 


306. Soit par exemple le système d'ordre trois 


Ty . 

+ Pig + Qs+Rite Vi 
dz 

dt 

Sage APS hs em eat Fate 


Si l’on en connaît une solution particulière Y,, Z5, To, on le 
ramènera à un système sans seconds membres en posant 


V 22 "NY re Ne ne Z ares Lo, L — T SA Le 
ce qui donne, en tenant compte de ce que Y,, Z, Test une 


solution, 


IY 
2e NE OZ RIT" 0: 
dz ch Pole tar an ee 0. 
dx 
HSE RARE TN ONE LA =0 
dx 


C'est le système (S,), sans seconds membres. L'intégrale géné- 
ème à seconds membres est donc de la forme 


rale du systèm 


| V= Yo+cyi Se CoVa tr C3W3; 
(6) û 5 = Lo + C1 31 + Co 32 + C3 53, 
| t= Tj+ citi Æ Co do Co Ce, 
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Vas Sisdiy se Vas 23) ls, étant trois solutions, indépendantes entre 
elles, du système sans seconds membres. 
On établit comme au n° 362 que : 


307. Théorème. — S% l’on connait p solutions indépendantes 
du système sans seconds membres, l'intégration du système à 
seconds membres se ramène à l’intégration d’un système à 
seconds membres d'ordre n — p, et à p quadratures. 


Les raisonnements et les calculs sont exactement ceux du n° 362. 
Eu particulier 5 


308. Corollaire. — S£ l’on connaît l'intégrale générale du 
système sans seconds membres, on saura intégrer le système 
avec seconds membres, à l’aide de n quadratures. 


On posera pour cela, dans le système d’ordre », à inconnues 
rs =, L LL . 6 | 
V = C1Vi+ C2Ya+. + CV; 
S—1C171 7 Co 2. en Cn Tr; 


se cle ét e se. sels ap Monte 2 Se die de se 


MT ET -PTas cr. -cctant lés#/2S0lnlious connues du sys 
tème sans seconds membres, et €, C»,...,Cn étant les z inconnues 
nouvelles; le système à seconds membres se réduira alors à 


dc: dCn V 

Ki = - +3 A 

FEAR NE 0 de 1 

z! de; . Zn de» _ Ne 
dx dx 4 

PA US NT A cree 

o lc dCh , . 
on en lirera be mt l'ontanratensnitelcnce 


par 2 quadratures. 


H. — II 


26 
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Systèmes linéaires à coefficients constants, 
sans seconds membres. 


309. Ils sont de la forme (n — 3, par exemple) : 


MCE EL 
da DiVer 912 Ti =—:0, 
dz 
(7) pay + grs+rit=o, 
dt 
D I Mann SE OI EE:0; 


les p, g, r étant des constantes. On sait les intégrer, ce qui est 
évident «a priori, puisqu'on pourrait, par dérivations et élimina- 
uons, réduire le système à une équation différentielle ordinaire 
(n° 360) dont les coefficients seraient constants. 

Pour faire directement l'intégration, cherchons des solutions 
particulières de la forme 


y = Xesr, 3 — uesr, LEON CE, 


À, u, y, s étant des constantes, Substituant dans (7) et divisant 
par e*, on trouve 


(nes +vr= 0, 
(3) | À Po + US + g2)+V72=0, 
Àp3 + 13 + V(s+r3)= 0. 


Les constantes À, 4, y ne devant pas être nulles à la fois, on aura 


* 


S + Pi qi 741 
P2 S + q2 l2 2-0) 
P3 q3 Some 


équation du troisième ordre en s (en général d'ordre ») dite équa- 
lion caractéristique du système (3). Soient 51, 5», s3 ses trois 
racines; pour s—s,, les équations (8) se réduisent à deux et 
donnent des valeurs proportionnelles, À;, li, Yi, des constantes 
À, u, y, d’où la solution 


ÿ= MEN, s=penr, 1 vient. 
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De même, si s,, 5, $3 sont distincts, on aura les deux autres 


solutions 


d’où l’on déduira la solution générale 


F —= Ci À es1X + C) À eS2X + C3 Ne ER 


[A 
| 


= Ci efT + Cohoeñi® + C3 Ha ess, 


DECO CPP EE Ca VS Ga CS" Vs ES 


en admettant toutefois que les trois solutions sont indépendantes, 


et l’on peut établir qu’elles le sont sisi, $:, $3 sont distincts. 


370. Si l'équation caractéristique a des racines égales, la mé- 


thode précédente ne donne pas solutions distinctes du système 


roposé; on peut, en ce cas, trouver les solutions qui manquent 
Prop ) | ) Î q 
par un raisonnement analogue à celui de d’Alembert (n° 351). 


Pour faire comprendre la méthode, prenons un cas particulier, 


soit le système 


dy PAU 
(S’ AU T o 
| | CT. PL 
PAPE Le En 


Les équations (8) sont ici 

À(s = 3) + Ti, =N0) 
(8') \ 1 
[—4À+u(s+r)—=0; 
d’où l'équation caractéristique 


(Ss—3)(s+1)+4—=o, c'est-à-dire 


Il y a une racine double s — 1. 


(s—1)}2= 0: 


Modifions infiniment peu les coefficients de la seconde équa- 


Uon du système proposé de mauière que l'équation caractéristique 


ait deux racines s' et s” inégales, voisines de 1; la première des 
s I Det I ffici dépend d 
equations ); ont les coellicients dépendent wuriquement de 
ceux de la première équation (S'), n’a pas changé; elle donne 


pour Àet ue les valeurs proportionnelles 


AE u=—s+3; 
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d’où les deux solutions du système 
(9°) re et, Ce Es s)ee, 


et 
VC ns z=(—s"+3)esx, 


On peut remplacer la seconde par la combinaison 


est — es'x (— s"+3)esx—(— ss +3)esx 
Ve = —————— oise PERS NE NN NE te PS 


ARE: s' s"— s' 


si l’on fait tendre s” et s' vers 1, cette solution devient, à la limite, 


A 


d d 
CE 


pour s —1, c'est-à-dire 
HHÉ=tRe", 3—=eX*(—1+2T). 
Cette solution jointe à la solution (9), où s = 1, 
V - ee Fe 0) HA 
fournit la solution générale 
Ve Lréi Dire 3 = 2C1ET+ Co(—1+2r)er, 

qu’on eût aussi obtenue par la méthode du n° 360. 

En général, si l'équation caractéristique a une racine, s, multiple 
d'ordre #, on cherchera des solutions de la forme 

Y = lest+ amet +..,+ Àgyvh-lesx, 


3 —= MH CRC SP AT LS —— x—1 dh—1 esx, 


se © 9 9». 6.6 ee © + eee sb 5, 0 0 e101s + 7» Due + 9 0 5 © ee. à 51e 


et l’on déterminera les coefficients À;, tt, ..., par substitution 
directe. On trouvera ainsi que ces coefficients dépendent, d’une 
manière linéaire et homogène, de k constantes arbitraires; d’où 
/ solutions correspondant à la racine multiple d’ordre X. 


311. Remarque I. — Les systèmes d'équations différenuelles à 
coefficients constants, avec ou sans seconds membres, se ren- 
contrent dans un grand nombre de problèmes de Mécanique et de 
Physique mathématique, où l’on étudie de petits changements 
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d'état d’un système : par exemple, dans la théorie des petites 
oscillations, des vibrations élastiques, des ondulations lumineuses, 
des remous, etc. 

En effet, dans l’étude de ces phénomènes, on regarde les corps 
comme composés de molécules séparées, dont chacune a un petit 


mouvement : soient y, 3, {, ... les distances de ces molécules à 
dy dz 

dx’ dx’ 
supposées fonctions du temps et de la position des molécules à 


leur position d'équilibre, x le temps; les vitesses - sont 


l'instant considéré, en sorte que l’on a 


dy dz 


as ht 1e ss Ts Jai (UT 2: .): 


dx 


Les mouvements étant très petits, y,3,... sont voisins de zéro, 


pou £ | LA CRI 

étbPoneremplace, /; par Ji(x, 0,0; one 55 +... en 
se bornant aux termes du premier degré en 7,3, ...; les équations 
du problème prennent alors la forme ; 

dy 

A2 + Piy + Q13+...— V, 

dz ; 

AN PA EE 

2e 


les P, Q,..., V étant des fonctions du temps æ. C’est un système 
linéaire à coefficients variables. 

Mais, la plupart du temps, le système matériel considéré n’est 
soumis qu'aux influences mutuelles de ses parties, ou à des actions 
qui dépendent uniquement de la position de ses molécules, de 
sorte que le temps, +, ne figure pas explicitement dans les fonc- 
tions fi, f2..., ni parsuite dans les fonctions P, Q, V. Le système 
d'équations différentielles est alors à coefficients constants (géné- 
ralement sans seconds membres) et de là vient l’importance des 
systèmes de celte nature. 


312. Remarque. — Il n’est pas nécessaire, pour intégrer un 
système d'équations linéaires, à coefficients constants, sans seconds 
membres, de le ramener d’abord à la forme canonique comme 
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nous l’avons supposé. Soit par exemple le système 


By dy | Ps pd Lip, — 
À as De See Due r COR 
RURAEe Re EL lo De rs ns TZ — 
SN REP LU M DR A do 


où À, B, ..., F’ sont des constantes. On l’intégrera de suite en 
cherchant des solutions de la forme 


Y — À pue im — Le esx, 


Substituant ces valeurs dans les équations proposées, et divisant 
pare ton 


{ AÇAS?+Bs +C) +p(Ds +Es +F) — 0, 
II 

| A(A's+ B's+C)+n(D's2+E's+F)—o; 
d’où 

As +Bs +C Ds+Es +F 


== À) 
ASTRA RIS EN CNT) PER Se : 


équation en $s qui a quatre racines, S1, S2, 53, 54. Pour s —5s,, les 
équations (11) se réduisent à une seule, la première par exemple, 
d’où l’on tire les valeurs proportionnelles de À et u; ce qui donne 
la solution 


Ji=(Dsi+ Es: + Fjes:x, 31=—(Asî+Bs;+ Cjes:ix. 


Les racines 5,53, s; donneraient de même des solutions y», 2»; 
V3 233 Vas 313 et il est clair que l’on aura une solulion du 
système (10) en posant 


P NCLVE TE CoVortiCa Var) Lu 1C151 7 Co T C333 Cr SL. 


À priorz cette solution est la solution générale, car elle renferme 
quatre constantes arbitraires, ei le système (10), ramené à la forme 
canonique, serait d'ordre 4. 


Si l'équation en s avait des racines égales, on opérerait comme 
au n° 370. 
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CHAPITRE V. 


ÉTUDE DES INTÉGRALES D'UNE ÉQUATION LINÉAIRE. 


I. — GÉNÉRALITÉS. 


913. Comme on l’a dit au n° 328, l'intégrale générale d’une 
équation linéaire (sans second membre) où le coefficient de la 
plus haute dérivée a été ramené à l'unité, n’a pas d’autres points 
critiques à distance finie que ceux des coeflicients de Péquation : 
dès lors, pour connaître la nature analytique de l'intégrale géné- 
rale, il importe de l’étudier au voisinage de ces points critiques; 
nous ferons cette étude dans l'hypothèse où l’équation est du 
second ordre : on verra aisément que la méthode et les résultats 


sont généraux. 


314. Soit donc l'équation du second ordre 


2. 
(1) _ + pe) À +pa(x)y = 0, 

où p, et p, sont des fonctions de x, dont l’une au moins admet 
comme point critique le point x = & : on supposera que @ est, 
pour cette fonction, un pôle ou un point singulier essentiel, de: 
telle sorte que p,(x) et p;(x) reprennent la même valeur quand 
la variable + décrit un petit cercle autour du point & (!). 

Cela posé, soient y,(x) et y:(x) deux solutions particulières, 
indépendantes, de l’équation (1): s1 x décrit un petit cercle autour 
de a dans le sens positif, l’équation (1) ne change pas, et sa solu- 
tion générale reste de la forme c, y + C2Y2; Y,(æ) au contraire 
peut changer, et revenir au point de départ, #, avec une valeur, 


(!) Si a était un point de branchement pour p,(æ) ou p,(æx), l'équation dif- 
férentielle changerait quand æ tournerait autour de &, et une théorie générale 
serait impossible : il faudrait une étude spéciale dans chaque cas particulier. 
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Y,(x); mais comme YŸ,(x) est encore solution de (1)on a 
(2) Yi(æ)= Yi Ya (AL Os cons, 


et de même, en désignant par Ÿ, ce que devient y, quand x tourne 
une fois autour de @, 


(9) TI W1Ÿ1i+ H2 V2. ( M1; 2 — const.). 


D’après cela, à, et «, désignant des constantes, la solution 
ds V1 + %92 devient 
dy Yi + do Yo, 
c’est-à-dire 
(tihi+ 4) yi+(aihr+ Lo Mo) Va; 


cherchons à déterminer 4, et «; de manière que a, Yi + 7 se 
reproduise multiplié par un facteur constant, s. A faut que : 


a (us asui—su, 
(49 


( ti As La Ma — S Lo, 
\ 1° e . [e 4 
d’où, par élimination du rapport —;, 
La 


: Fier A1 
(202) te | 0. 


Do — $ 


équation du second degré en s, dont nous désignerons les racines 
par s, et So. 


319. Supposons d’abord s,25:. Pour s—s, ou s—s, les 
équations (4) en 2, et 4, sont compatibles et donnent des va- 
leurs proportionnelles de ces constantes, ce qui détermine deux (1) 


solutions de l’équation différentielle proposée, et deux seule- 
PLELLLIEIR 


&iVi+ Ye Où Z31(x), &iVi+%oYa OU Z2(Z), 


qui se reproduisent multipliées respectivement par des constantes 


(”) En regardant comme une seule solution 5,(æ) et c,s,(æ), où c, = const. 
(*) Les équations (4) en «, et «, ne sont des identités, pour s=5s, par 
exemple, que si A == 5, et À, = y, = 0. En ce.cas l’équation en s se réduit à 


(Ai—S)(H—5s) = 0, c’est-à-dire (s —s,)}?= 0, et elle a ses racines égales, cas 
exclu. 
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(si ets2) quand x tourne une fois, dans le sens positif, autour du 
point + = 4. 

Je dis que ces deux solutions sont distinctes, c’est-à-dire qu'il 
n'existe pas de relation identique de la forme 


(6) C131(T)+ Co3(T) = 0 (ériGes Const. } 


Ï 


En effet, si une pareille relation existe identiquement, elle 
subsiste quand z décrit un cercle autour de &, c’est-à-dire qu’on 
a aussi 

C15121(T) + C25222(T) = 0, 


d’où l’on conclut, par comparaison avec (6), 


Si — S>, 


ce qui est contraire à l'hypothèse. 

De là se déduit aisément la nature des fonctions 3, et 3, autour 
du point a. 

En effet, la fonction (x — a)7, quand x tourne une fois autour 
de a dans le sens positif, se reproduit (n° 97) multipliée par e?97; 
si donc on choisit g de manière que e?17i— $,, c’est-à-dire si l’on a 

q = ee sloesn 
27H 
la fonction se reproduira multipliée par s,, comme la fonction 
3,(x) : il en résulte que le quotient 


z31(T) 


log si 
(æ— a) Ti 


: MAT S ASE . 
se reproduit multiplié par *, ou1,c’est-à-direest uniforme autour 
Si 


du point &. Ce point ne peut donc être, pour le quotient, qu’un 
point ordinaire, un pôle, ou un point singulier essenuel. Done, 
autour de &, l’on aura 


— 1l0gs, 
(7) A(r)=(x—apTi  G(z), 


G,(x) étant une fonction uniforme autour de 4, développable par 
la série de Laurent (n°5 121-122) sous la forme : 


ae ; B, ; B; 
(8) RAR Ne es RICO Pur 


+ Ao + Ai(t—a)+...+ An(æ—a)t+.... 
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Les termes à puissances négatives en T—«a disparaissent com- 
plètement, ou ne sont qu’en nombre limité, si & est un point 
ordinaire ou un pôle deiGir) On a de même 


1 La 


08 So 


(9) se) =(x —a}ri G(x), 


G2(x) ayant, autour du point a, un développement de la 


forme (S). 


316. Ainsi : 


L'équation (5) en s ayant ses racines s, et s, distinctes, 
l'équation différentielle proposée (1) admet deux solutions 
indépendantes (et deux seulement), z, et z:, des formes 


(10) Si (ra) ti(T), 3:=(x—a)"G(æx), 
I 1 - : 
Nr 108 nn logs», etoù G,(x)et G:(x) sont des 


fonctions uniformes aux environs de a, développables autour 
de ce point par la série de Laurent. 


L'intégrale générale de la proposée, qui est €, 31 + c32, est dès 


lors d’une forme connue autour du point «. 


311. Remarque. — Si l’on était parti primitivement de deux 
solutions autres que y, et Y2, également indépendantes entre 
elles, on aurait été conduit à la même équation (5) en s : caril 
n’y a que deux solutions. de l’équation différentielle (1) qui, 
lorsque la variable x tourne autour du point &, se reproduisent 
multiphiées par des constantes, ainsi qu'on l’a vu plus haut. On 
retrouvera donc, pour les deux constantes, les mêmes valeurs s, 
ets, que dans le premier calcul. Il en résulte que les coefficients 
de l’équation en s, ou plutôt leurs rapports, sont des énvariants, 
c'est-à-dire ne dépendent que de l’équation (1), et non des solu- 
Hons y1, V2 choisies primitivement. 


318. Supposons maintenant s,—5:. On voit, comme plus 


haut, que l'équation proposée (1) admet wne solution 3,, de la 
forme 


, —l0g « 
(7) 3=(æ—a)Ti Gi(æ), 
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qui se reproduit multipliée par s, quand x tourne une fois autour 
du point & dans le sens positif. Prenons maintenant, pour solu- 
uons indépendantes de l’équation (1), z, et une autre solution y,; 
quand æ tourne une fois autour de & dans le sens positif, y: 


devient Y, : 
Yes 01Y1+ 0231; 


et, comme z, devient 5, z,, l'équation en s est 


I 
4 


” 


p2 ‘leo 


Pour qu’elle admette la racine double s,, 1l faut que 2, — 51. 
Donc on a 


ou 


. V L . 
Or la fonction =—, lorsque x décrit un cercle autour de & dans 
1 


Ys 


; la relation précédente montre par suite 


qu'elle se reproduit, à la constante additive près =. 
1 


le sens positif, devient de 
1 


2 
2TLS: 
propriété, de sorte que la différence 


La fonction log(x — a) jouit évidemment de la même 


O2 
1 2 
AR me log(æz — a) 
Æ1 2TL1S: 


est une fonction, K(z), uniforme autour du point a, c’est-à-dire 
une fonction développable autour de ce point par la série de Lau- 
rent (n°191). 
On a donc 
02 


nine 2# lost a) # KT 
hd loris, og( ) il ( 1 


c'est-à-dire, en remplaçant z, par sa valeur (7), 


108 S4 [ 


Ji= (x — a)Ti Ki(æ)+ k Gi(x)log(x — a)], 


K,(æ), égal à K(æ)G,(x), étant une fonction de même nature 
que K et G,, et L désignant une constante. 
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319. /Ainsie 


15 h ra Ms ;  Eqaua- 
L'équation (5) en s ayant ses racines égales à s,, l’équa 
tion différentielle proposée admet deux solutions, 3, et y,, des 
formes 


' | 
qn) | 


\ L4 EX I 4 \ + 
où r, est égal à logs, h une constante, et où G,; et K, sont 


des fonctions uniformes aux environs de a, développables 
autour de ce point par la série de Laurent. | 


L'intégrale générale, ces, + c', y, est dès lors de la même forme 
que y, autour du point &. 


380. 11 résulte de cette étude que les propriétés de l’intégrale 
aux environs du point a sont liées à l’équation en s qui correspond 
à ce point; mais on ne sait pas former facilement et directement 
cette équation dans le cas général, parce que les coefficients 
À, ho, ui, o qui y figurent sont inconnus @ priort (!'). Il serait 
également très difficile de calculer les coefficients des développe- 
ments en séries de Laurent des fonctions G,, G: ou K.,. 

On se bornera donc, dans ce qui suit, à l’étude d’un cas parti- 
culier très étendu, qui est d’ailleurs le plus intéressant. 


381. Ce cas est celui où les fonctions G,, G> et K, admettent 
le point 4 comme pôle ou point ordinaire : leurs développements 
en série de Laurent sont alors limités du côté des puissances néga- 
uves, et l’on dit que l'intégrale généraie est régulière autour du 
point a. Nous particulariserons encore le cas en supposant que le 
terme en log(x — a) disparaît dans la solution générale : ce terme 
n'existe pas si s,25° [équations (10)]; pour s, — s2, 1l disparaîtra 
lorsque X sera nul [équation (r1)|. 

En vertu de ces hypothèses et des formules (10) ou (11), l’équa- 
ion différentielle aura deux solutions indépendantes des formes 


(!) Pour les obtenir il faudrait suivre, par la méthode du n° 330, la variation 
des deux solutions y, et y, de la proposée, quand la variable x tourne autour du 
point a. 
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Z—=(Tz—a)iGi(x); 3 —(x— a): G:(x), G; et G: admettant 
le point & comme pôle ou comme point ordinaire, et 7, pouvant 
être égal à 7°. D'ailleurs, si & est un pôle d’ordre « de G,(x), 
(x — a)4G,(x) sera une fonction holomorphe autour du point a; 
désignant cette fonction par H,(x), on a la solution 


3=(x—a)"-2H;(x), 


c'est-à-dire que la proposée admettra deux solutions distinctes des 
formes (x — a)" H,(x); (x — a}: H,(z), H, et H, étant holo- 
morphes autour du point «. 

La première question qui se pose est de reconnaître, sur 
l'équation différentielle proposée, dans quel cas il en sera effecti- 
vement ainsi; de là le problème suivant, qu'on va chercher à 
résoudre. 


382. Énoncé du problème. — {ant donnée l'équation li- 
néaire 
2 


ee dy tes 
aan Lille pa IEELC; 


trouver les conditions nécessaires et suffisantes que doivent 
remplir les fonctions p,(x) et p:(x) pour que, autour d’un 
point x = a du plan, l’équation admette deux solutions dis- 
Linctes de la forme 


(æ— a)" H;(x), (x— a)" H,(x), 
H,(x) et H,{x) étant holomorplies autour du point a (1). 
Remarques. — 1° On pourra supposer H,(a) et H,(«)Zo; 
sinon H,(x), par exemple, développé par la formule de Taylor : 
Hi(t)= Ha) +(r — a)H;,(a)+..., 
contiendrait en facteur une certaine puissance de x — 4, qu’on 
pourrait réunir à (x — a)":, ce qui ne ferait que changer la valeur 


de la constante r',. 
Par suite, en multipliant H, et H, par des facteurs constants 


(*) Dans tout ce qui suit, la lettre H désignera une fonction holomorphe au- 
tour du point &. 


A14 TROISIÈME PARTIE. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


convenables, on pourra supposer H,(a) = H,(«) = 1, de sorte 
que, si l’on développe H,(x) et H,(x) par la formule de Taylor, 
l'équation proposée doit admettre les deux solutions 


A=(T—a)i+c(r—a)iti+ C(r—a)'iti4+s., 


Z=(r— a)i+ci(t—a)'ri+ c.(x—a)rir2+..., 


les deux séries élant convergentes autour du point LT (1: 
2° Observons que, sir, = 72, l’équation différentielle admet 
la solution 


GA 297 C4 (æ — a }'itl + c,(æ—a)ir?+, À 


qui commence par un terme en (x — a)'it#, h étant entier et Z1. 

On aura donc toujours le droit de supposer r,27,, puisque si 
r' était égal à 7',, on remplacerait z, par la solution 5, — 3, qui 
correspond à exposant r, + A. 


383. Théorème. — Pour que l'équation 


( 


dy dy Fe # 
dx P2(x)Y FAC 


des PAR) 


admette deux solutions distinctes des formes 
ir a)a He), Z2=(T— a)": Ho(x), 
H, et H, étant holomorphes autour du point a, ilest nécessaire 


(mais non suffisant) que a soit un point ordinaire ou un pôle 
d’ordre t au plus pour la fonction pi, de x(i=1,2). 
e 


En effet, en exprimant que (x — a) H,(x) est une solution de 
l'équation, on obtient, après division par (x — a) ?, 
O—=[/1(71—1) Hi(x)+or(x — a)Hi(x)+(x— a} H'(x)] 
+(r—a)[rH+(x— a); |pi(x)+(x— a) Hip:(x). 
De même, en écrivant que (x — a)": H, est une solution : 
O—[72(ra—1) H(x)+ora(x — a)H,(x)+(x—a)} H (x) 


+(x—a)[rH:+(x—a)H,]p:(x)+(x— a) Hipai(x). 


On üre de là, pour (x— a)p, et (x — a)?p+, deux valeurs, 
dont le dénominateur commun est la fonction holomorphe autour 


du point a, (ri —r:) H,(x) H(x) +(z—a)[H 4, —H,H |, 


pe rm mt 


(15) 
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et dont le numérateur est aussi une fonction holomorphe de x aux 
environs de æ — a. Or le dénominateur ne s’annule pas pour 
xæ—a, car …il se réduit à (r,—7r:)H,(a) H,(a), quantité non 
nulle, puisque H,(a) — H,(a) = 1 et que r,Z7r,: on en conclut 
que (x — a)p,(x) et (x — a)? p,(x) sont holomorphes autour du 
point &, c’est-à-dire que p,(x) admet a comme point ordinaire ou 
comme pôle d'ordre un au plus, et que p,(x) l'admet comme 
point ordinaire ou comme pôle d'ordre deux au plus. 


D'ailleurs, si a est point ordinaire pour les deux fonctions 

, LI AE PEAR 2 ° ve 5 L , 3 

pitæ) et pe:fx), l'intégrale générale de l’équation proposée est 

holomorphe autour de a, d’après le n° 328, sans qu'il ÿ ait d'autre 

condition à vérifier; 1l suffit donc d’étudier le cas où & est un 
pôle de l’une au moins des deux fonctions. 


384. Soit donc & un pôle d’ordre un, au plus, pour p,(x), 


VA? 


et deux, au plus, pour p,(æ); on a autour de ce point 


A 


7 | 


| ru) = Ep ne CAihoss L(T—a)+u(r — a) +.. 
1 c 

; 1 B ] (e P] ( 

PR or pr le Do rer) 7.0 


les coefficients À, B, C pouvant être nuls, mais non simultané- 
ment, car & est un pôle pour l’une au moins des deux fonctions. 

Exprimons maintenant que l’équation différentielle proposée 
admet une solution de la forme 


5 =(æ— a) H(æ) 
c'est-à-dire 
S= (ra) c(r—a)'tl+ c(r—a)ri#. 


Î 


Nous avons, en remplaçant dans l'équation p,(x) et p;(x) par 
leurs valeurs (12), 
|, O=r(r—i1)(r—a)?2+ca(r+i)r(x — a)! 


+ Co(r+2)(r+i)(r—- a)" +... 


+{r(æ—a)-1+c(r+i)(r-a)"+.. J| +t+u(T—-a)+.. | 


FE REREO À 
, B C 
+ Lea) +a(e— apte TE + Feat æ AE Bo +... È 


416 TROISIÈME PARTIE. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


Egalons maintenant à zéro les coefficients des diverses puis- 
sances de (x — a) dans le second membre. 
Le terme de moindre degré est celui en (x — a)"-?, qui donne 


(14) r(r—1i)+Ar+B=o. 

De même le terme suivant, en (x — a)7!, donne 
(107 Ci[(r+ir +<A(T+D+<B]+ ar +CG—=o, 
et, en général, le terme en (x — a)" *"? donne 


| em[(r-m)(r=em—r)+A(r+<m)+sB] 


(16) 
| mit QHCreal Dee 0 


L'équation (14) ne contient, comme quantité inconnue, que 7'; 
elle détermine donc r, et donne pour r deux valeurs, que nous 
désignerons par 7, et 7. Elle s'appelle l’éguation déterminante 
relative au point a; nous représenterons son premier membre 
par F(r), en posant 


F(r)=r(r—-1)+Ar+B. 
L’équation (15), qui s'écrit 
Fr +1) +<aor + C = o, 
donne c,, pourvu qu’on ait F (7 + 1)20; de même, en général, 


l'équation (16), où le coefficient de c, est K(r + m), donnera 
Cm en fonction des coefficients précédents, pourvu qu’on ait 


F(r+m)So. 


Il y a dès lors deux cas à distinguer. 


389. Premier cas. — Les racines r, et r, de l'équation déter- 
minante ont une différence qui n’est pas un nombre entier. 


Dans ce cas, en faisant r — 7, dans les équations (15) et (16), 
on détermine successivement, sans ambiguïté n1 impossibilité, les 
coefficrents\Cs,, Go, -0 Cm --cninieliel, AUCURENUE AUTANT 
Ptit), FO Ha) (rime Mn es tonptennEe 
F(7) ne s’annule que pour r=7r;,, r = r, et que 75 n'est pas de 
la forme 7°, + me, par hypothèse. On obtient ainsi le développement 
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d’une solution 3, : 
3=(r—a)fi+e(x—a)+c(x —aÿ +...) 


et il ne resterait, pour compléter le raisonnement, qu’à établir a 
convergence de la série, tout au moins pour les valeurs de 
mod(x— a) assez petites, point que nous admettrons sans 
démonstration (Théorème de Fuchs). 

On fait le même raisonnement avec la racine r,, et l’on détermine 
de même une solution correspondante z,. Donc enfin : 


St a est un pôle d'ordre un au plus pour p,(x), deux au 
plus pour p:(x), et st l'équation déterminante, relative au 
point a, a pour racines deux quantités r, et r2, dont la diffé- 


\ ; .. dy dy 
* ? 2 7? PE — 
rence n'est pas entière, l’équation ou AREA + Pa(t)y = 0 


admet deux solutions (évidemment distinctes), z, et 3:, des 
formes 


z—=(x—a)" H,(zx), 3=(x— a)": H,(x), 


H,(x) et H:(x) étant holomorphes autour du point à, et non 
PULLS PR OUI AL 


380. Deuxième cas. — Les racines r, et r, de l’équation dé- 
terminante ont pour différence un nombre entier. 


1° Si ce nombre est nul, c’est-à-dire si 7,= 72, il est émpos- 
sible que l’équation admette deux solutions distinctes, des formes 
(æ—a)hMH,(x)et (x — a): H,(x) : en effet, si ces solutions 
existaient, d’après les calculs du n° 384, g, et g2 seraient racines 
de l’équation déterminante, c’est-à-dire que, nécessairement, on 
aurail gi —=@42=1; mais On à vu qu’on avait le droit de sup- 
poser g1Sgq» (n° 382, Remarque 2°) : les deux solutions ne 
peuvent donc exister. On reconnaît, comme au numéro précédent, 
qu'il existe une solution de la forme (x — a)" H,(x). 

2° S1 la différence 7: — 7, est entière et non nulle, soët r, la 
plus petite des deux racines; on aura 


Fra=lTi+ A, 


ñn élant entier et au moins égal à 1. 
lu. ==" Le 27 
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En ce cas, 1l y a toujours une solution de la forme 
(x — a)": H:(æ); 


F(r),en effet, n’admettant pas de racine supérieure à r>, les quan- 
utés F(r2 +1), F(r2+2),..., F(r2+ m), ... sont toutes diffé- 
rentes de zéro, et le calcul des coefficients c’ du développement 


3=(x—a)[i+c(x—a)+e,(x—a}+...] 


se fait, sans ambiguïté ni impossibilité, comme on l’a vu aux nu- 
méros précédents. 

Reste à voir s'il existe une solution de la forme (x — a)" H, (x), 
c'est-à-dire 


Za=(r—a)'[i+a(r—-a)+c(x— a} +...]. 


Le calcul des coefficients c se fait sans difficulté jusqu’au coef- 
licient c,, An étant l’entier défini ci-dessus; car F(r, +1), 
F(r:+2),..., F(r; + n —:1) sont différents de zéro. 

Au contraire, l'équation (16), qui doit donner €,, est 


(16 bis) Cn F(r; + n) + Cn-1( ) + Cn-2( Jim 00, 


et le coefficient de c,, c’est-à-dire F(7, + n) ou F(7,), est nul. Il 
reste alors une équation entre les quantités Cy_1, Cn_», ..., C4, 
précédemment déterminées, et, si l’on remplace ces quantités par 
leurs valeurs trouvées, on obtient une relation entre 7, et les 
coefficients des développements (12) de p,(x) et p:(x) autour du 
POING: 

Si cette relation n’est pas vérifiée, et c'est le cas général, le 
calcul des coefficients c est impossible, c’est-à-dire qu'il n'existe 
certainement pas de solution de la forme (x — a)" H,(x). 

Si elle est vérifiée, l’équation qui suit celle qui devait donner c, 
fournira c,,, en fonction de €», Cn_1, ..., C,; la suivante donnera 
Cn+2, et ainsi de suite, sans impossibilité : le coefficient c, restera 
donc indéterminé. Il y aura dès lors une infinité de solutions de la 
forme (x — a)" H,(x), ayant les mêmes termes en (x — a) jus- 
qu'au terme c,(x — a)it* exclusivement : ce résultat pouvait 
être prévu, car s’il existe une solution (x — a)" H,(x) et une 
solution (x — a):H,(x), il y aura, puisque 7: = r, + n, la solu- 


tion 
(æ— a) [H(x)+ (x — a) H(x)], 
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À étant une constante arbitraire; le crochet est encore une fonc- 
tion holomorphe de x autour du point a, puisque 7» est entier, et 
le coefficient du terme en (x — a)? y est indéterminé. 

De là résultent, en admettant toujours la convergence des déve- 
loppements obtenus, ces propositions : 


Staest un pôle d'ordre un au plus pour p,(x), deux au 
plus pour p:(x), et si les racines r,, r, de l’équation détermi- 
nante sont égales, l'équation différentielle proposée admettra 
une solution de la forme (x — a):H,(x), mais n'en admettra 
jamais une seconde. | 

Dans les mêmes conditions, si la différence r;— r, est en- 
lière, et Sir: > r,, y aura toujours une solution de la forme 
(æ — a): H,(x); pour qu’il y ait aussi une solution de la forme 
(x — a) H,(x), él faut et il suffit qu'une certaine condition 
auxiliaire (!) soit vérifiée par les coefficients de l’équation 


différentielle. 


Dans ces énoncés, les H{(x) désignent toujours des fonctions 
holomorphes autour du point &, non nulles pour x = 4. 


337. Résumé. — {'n résumé, pour que l'équation 
J'+P1Y +PaY = 0 
admette deux solutions distinctes, des formes 
(æ— a) H,(x), (æx—a)":H (x), 


H, et H, étant holomorphes autour du point a, il faut et il 
suffit : 


1° Que «a soit pour pi(x) un point ordinaire où un pôle 
d'ordre t, au plus. 


(:) La condition auxiliaire se forme aisément. En effet, si l’on se reporte au 
n° 386 2°, les équations successives qui donnent C;, C,, ..., C,_, sont linéaires par 
rapport à ces quantités; l’équation (16 bis) l’est également, et, par suite, l’élimina- 
tion de €, ©, ..., C,_, entre ces relations conduit à égaler à zéro un déterminant. 
Les éléments du déterminant sont les coefficients des quantités c;, c’est-à-dire des 
fonctions connues de r, et des coefficients (connus) A, B, C, &, ..., @, ..., 
Boy +. By --. qui figurent dans les développements (12) de p,(æx) et p,(x) au- 
tour du point æ = 4. 
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Si c’est un point ordinaire pour les deux fonctions p;, loutes 
les solutions de l’équation proposée sont holomorphes autour de 
ce point sans qu’il y ait d’autres conditions à vérifier (n° 328). Si 
c’est un pôle de l’une au moins des deux fonctions, il faut et il 
suffit en outre : 


29 Que l’équation déterminante relative au point a ait ses 
racines distinctes: ces racines sont alors les quantités r, et ra; 

3° Que, si la différence r:— r, est entière, une condition 
auxiliaire, facile à former, soit satisfaite. 


Si ces conditions sont satisfaites, l’intégrale générale de l’équa- 
tion proposée estc,(x — a)1H,(x) + c:(x — a):H2(x), ci et co 
étant deux constantes arbitraires, et cette formule montrecomment 
l'intégrale se comporte aux environs du point @. 


II. — APPLICATIONS. 


388. Problème. — I. Reconnaître si l'intégrale générale de 
l'équation y"+ pi(x)y'+ p:(x)y =0 est méromorphe dans 
tout le plan (à distance finte). 


Il faut et il suffit, pour que l'intégrale soit méromorphe dans tout 
le plan, qu’elle n’ait comme points criliques à distance finie que 
des pôles. Les points critiques ne peuvent être que ceux de p,(x) 
et p:(x), d’après le n° 328; soit & l’un d’eux. Pour que l’inté- 
grale générale soit méromorphe autour de @, il faut et 1l suffit 
que l'équation admette autour de a deux solutions distinctes, méro- 
morphes ou holomorphes, c'est-à-dire des formes (x — a)":H,(x) 
et(x — a):H,(x), r, et rx étant des entiers négatifs ou positifs ; 
donc, en vertu de la théorie générale précédente : 1° a devra être 
pour pi(æ) un point ordinaire ou un pôle d'ordre £ au plus; 
2° l'équation déterminante correspondante devra avoir ses racines 
distinctes et entières ; et 3° la condition auxiliaire devra être 
satisfaite. [Il devra en être de même pour tous les points critiques 
de p,(x) et p:(æ). Voici donc le résultat. 
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Pour que l’intégrale générale soit méromorphe dans tout le 


plan il faut et il sufjit : 


1° Que p,(x) etp:(x) n'aient comme points critiques que des 
pôles d'ordres respectifs un et deux, au plus (ce qui entraîne 
que p,(x) et p:(x) soient méromorphes dans tout le plan); 

2% Qu'en chacun de ces pôles, a, l’équation déterminante 
ait ses deux racines distinctes et entières ; 

3°” Que la condition auxiliaire correspondante y soit vérifiée. 


Soit alors 7, la plus petite racine de l’équation déterminante 
relative au point a; le point & est pour l'intégrale générale, 
Ci(x — a)iH,(x) + ca(x — a)ÿ:H,(x), un zéro d’ordre 7, (point 
ordinaire) où un pôle d'ordre — 7,, selon que r, est positif ou 
négatif [car H,(a)Zo]. 


On connaît ainsi les pôles de l’intégrale générale, dans le cas 
où elle est méromorphe, et l'ordre de multiplicité de chacun 
d'eux. 


389. Problème. — II. /econnaître si l’intégrale générale 
de l’équation y"+ p,(x)y'+ p:(x)7 = 0 est holomorphe dans 
tout le plan (à distance finie), c'est-à-dire st c’est une fonction 
entière. | 


Le raisonnement est le même que ci-dessus, seulement & ne 
pourra plus être un pôle pour l'intégrale générale; ce devra être 
uu point ordinaire, c’est-à-dire qu’en outre des conditions du 
n° 388, /et7, ne pourront être négatifs. Donc: | 


Pour que l’intégrale genérale soit holomorphe dans tout le 


plan, il faut et il suffit : 


1° Que p,(x) et pA:(x) soient des fonctions méromorphes 
dans tout le plan, avec des pôles respectifs d’ordre un et deux 
au plus ; 

2° Qu'en chacun de ces pôles l’équation déterminante ait 
ses deux racines distinctes, entières et non négatives; 

3° Que la condition auxiliaire correspondante y soit vérifiée. 


Dans le cas où p,(x) et p:(x) sont holomorphes dans tout le 
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La L4 


plan (à distance finie), l'intégrale générale l’est également, 
sans autres conditions, d’après le théorème général du n° 328; 
c'est ce qui se produit, par exemple, dans le cas des équations 
linéaires à coefficients constants, dont lintégrale est une somme 
de termes de la forme e*P,, (zx). 


990. Remarque. — On peut également reconnaître si l’inté- 
grale générale a un point critique à l’infint. I suffit pour cela 
de faire dans l’équation différentielle le changement de variable 


Là 4 I . . . , . . , . 
indépendante æ —= -—: on obtient ainsi une équation linéaire nou- 
[42 


velle en y et w, et l’on étudie, par les méthodes précédentes, la 
nature du point uw —0o pour l'intégrale générale de léquation 
transformée. 


391. Problème III. Reconnaître si l'intégrale générale 
de l’équation 3"+p,(x)y'+p:(x)y =0o est une fonction 
rationnelle de x. 


Une fonction rationnelle n’est autre chose (n° 136, 3°) qu’une 
fonction méromorphe dans tout le plan, pour laquelle le point à 
l'infini est un point ordinaire ou un pôle. Donc : 


Pour que l’intégrale générale soit une fonction rationnelle, 
il faut et il suffit : 


a. Que les conditions du n° 388 soient satisfaites; 


3 I : À 
b. Oue, si l’on pose x — -,; pour obtentr l’équation trans- 
Que, P De q 
formée 
dy 
(17) 


dy 
Fe +m(u) 7 +wm(u)y =0, 


1° Le pointu =o soit un point ordinaire ou un pôle d'ordre: 
au plus pour wi(u); 

2° Et si c'est un pôle pour w,(u) ou æ,(u), que l'équation 
déterminante relative à ce point ait ses racines distinctes et 


entières, et que la condition auxiliaire correspondante soit 
vérifiée. 


Remarque I. — Si l'intégrale générale est rationnelle, p,(x) 
el p:(x) seront nécessairement des fonctions rationnelles de x; 
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équalions 
Ji+PiYi+TPIJIZ= 0 at PiY2 + PiaJa= 0 
donnent p, et p, en fonction rationnelle de y4, V2, ..., y, c'est- 


à-dire en fonction rationnelle de x. 


Remarque I[. — Il est aisé de calculer l’intégrale générale, 
dans le cas où elle est rationnelle. 

Soient a', a”, ..., les pôles de p,(x) ou p;(x) pour lesquels la 
plus petite racine, 7,, de équation déterminante, est positive ou 
nulle, 7”, r”, ... les valeurs correspondantes de 7r',. Soient, de 
même, D’, b", ...les pôles de p,(x) ou p:(x) pour lesquels 7, est 
négalive, et — s/, — s", ... les valeurs correspondantes de r,. 

D’après le n° 388, l’intégrale générale, f(x), admettra comme 
pôles d'ordres s', s”, ... les’ points b', b”, ..., et n’en aura pas 
d’autres à distance finie; quant à a’, a”,..., ce seront, pour f(x), 
des zéros d’ordres 7”, 7”, ..., de sorte qu'on aura 


ere ee LOUE 041)... PI0T) 


(18) J(æ) = (æ— D} (ze — 0")... ( 


P(x) désignant un polynome entier, dont le degré se calcule aisé- 
ment. , 
Soient, en effet, d, et d les degrés respectifs du numérateur 


, . . , I 
et du dénominateur de f(x); si l'on pose x — ; On aura 


(| 


J(x) =f(5) = ud-d H(u), 


[42 


H{u) étant holomorphe autour du point u = o et ne s’annulant 
pas en ce point. Il en résulte immédiatement que d — d, est la 
plus petite racine de l’équation déterminante de la transformée (15) 
relative au point u—o; si donc p, désigne cette plus petite 
racine, qu’on sait calculer directement, on aura 


d — d\ — 01) 
d’où, pour le degré, à, de P(x), 


(S + s +...) — (7 + FER PL à) = 1; 
ou 


O=(s'+s" +...) —(r'+r +...) — oi —=— n—ÿ T1. 
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On remplacera dès lors P(x), dans l'expression (18) de f(x), 
par un polynome de degré à, à coefficients tous indéterminés, 
qu'on calculera ensuite en substituant cette valeur de f(x) à y 
dans l'équation différentielle proposée : on trouvera nécessairement 
que P(x) renferme deux constantes arbitraires, et est de la forme 
AA(x) +uB(x), À et B étant deux polynomes déterminés. On 
aura ainsi, par (18), l’intégrale générale cherchée. 


392. Exemple. — Soit l'équation 


dy dy 
l Ld—L)— +(2æ—53)-- +(—2+ar +br?)y = 0: 
(0) ( rte pa Pa?)y = 0; 
on demande de reconnaître si son intégrale générale est 
méromorphe dans tout le plan. 


On a 


les seuls points critiques de p, et p, sont des pôles 3 = 0, x =1, 
d'ordre un pour les deux fonctions. Les conditions 1° du n° 388 
sont donc satisfaites. 

L’équation déterminante relative au point x — 0 est, puisque 


VITE = Dalle _ De = +..., 
r(f—1)+3r =0; 


ses racines sont r — 0, —— 2; elles sont distinctes et entières, 
c’est-à-dire que les conditions 2° sont satisfaites, pour le point 
TRE 0) 

Reste la condition auxiliaire ; pour la former, puisque — 2 est la 
plus petite racine de l'équation déterminante, substituons à y, 
dans (1), selon la méthode générale, le développement 


I Ci 
nn D ane LOU mm Ou e 
RE T 4 i 


il vient 
nr. A0 20! n je C 
—(x?— 2) Pr O0 RENNES) ESS RSS 


I ë 
+(— 2 + az Bas) ( D + out osœ +). 
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| 4 “ Le I LI [! 
eul’on a, en égalant à o les coefficients des termes en =,» =» 
—6 +6 10; 
G—2c—4 +3c—2—=0, d’où Cie 0, 
aa 2 
2Cj—2C—2C1 + % 10: d'où Cite 


Ces deux dernières équations ne sont compatibles que si = 0; 
c'est la condition auxiliaire pour le point x — 0. 

Il faut former de même l'équation déterminante relative au 
point æ— 1. Pour cela développons p,(x) et p:(æ) suivant Îles 
puissances croissantes de x —1=t.Ona 


_ 2t—1 LEA LL PRE RE 0 PR a 
LAS VOTENT t RAT t(1+t) tr t 


L'équation déterminante est donc 
l(F—I1)—7r=0, 


ses racines sont 7 = 0, 7 — 2; elles sont encore distinctes et en- 
tières, et 1l suffil maintenant de former la condition auxiliaire. 
Remplaçons, dans l'équation proposée, pour simplifier les calculs, 


l d? d 2 
æ par t+1; SL et Te deviennent Se el TE: posons ensuite 


VII RICT ERA I ECS, 
nous avons : 


O—(É2+{)(202+...)+(at—1)(c+20cat +...) 
+(—2+B+ost+Be)(r+ot+crt2+...), 


et, en égalant à zéro les coefficients des termes en #°, £!, 


— C—2+8 —0, 


: 2C3—2C3+ 201 —201—+ C8 +28 —0, 


h 


équations en €, qui ne sont compatibles que si 5 — 0. 


Ainsi: Pour que l’équation proposée ait son intégrale géné- 
rale méromorphe dans tout le plan, il faut et il suffit que 
D 01010. 

On reconnaît sans difliculté que l'intégrale scale est alors 
rajionnelle. 
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III. — ÉQUATION DE LAMÉ. 


C’est l'équation différentielle 


= n(n+i)(pu +?À)y, 


AU) Sp 


où &w est la variable indépendante, pu la fonction elliptique clas- 
sique, À une constante, Z un enlier positif. 


393. Théorème. — L'intégrale générale de l’équation de 
& © 
Lamé est méromorplhe dans tout le plan. 


Les coefficients de l’équation étant des fonctions elliptiques, il 
suffit évidemment d’établir la proposition à l’intérieur d’un paral- 
lélogramme des périodes. Or, dans un tel parallélogramme, pu n’a 
qu'un pôle, u = 0, qui est double; donc les conditions 1° du 
n° 388, sont satisfailes. 

L'équation déterminante relative au point &# = o est, puisque 


I ‘ 
PILE ape Lou? +..., 
F(r)=r(r—1)—n(n+1) =o, 


ses racines sont 7 —=— nn, —= ñn +1; elles sont entières et dis- 
unctes, c’est-à-dire que les conditions 2° sont satisfaites. 

Reste la condition auxiliaire, relative au point w = 0. Pour 
reconnaitre si elle est vérifiée, il faut substituer à y, dans la pro- 
posée (1), le développement 


FY=Qu_+cou-rti+ oœuntit,, Hour... (Ci =) 


On remplace en même temps pu parson développement autour 
du pôle u = o, à savoir 


T 
UN y Sl 1) , Aa) % 
PU SIN Ets UE UT 


qui ne contient que des puissances paires de u. 
En égalant les coefficients de w-#+#-2 dans les deux membres 


LES 
> 
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de (1), on trouve une équation de la forme 
(—n+k)(n+k—re=n(n+Der+cise( )+ cit )+..., 


linéaire et homogène par rapport aux €, car on a introduit, pour 
la symétrie, un premier coefficient c4. 

On l'écrit 
(2) CRF(E—n)= cr-2( )+HcxiC )+..., 


tous les coefficients c du second membre ayant leurs indices 
respectifs de même parité que k : cela tient à ce que le dévelop- 
pement de pu ne contient que des puissances paires. 

Or F(r) ne s'annule que pourr =— net r=n+1; si donc 
on fait successivement, dans cette équation (2), 


LE SN OT RS 


on détermine successivement C2, C4, ++, Cop; -.., Sans ambiguïté 
ni impossibilité en fonction de c, : en effet, F(2p — n) ne s'an- 
nule jamais pour pZ1, puisque 2 p — n ne peut être égal à à +1 


pour z el p entiers. 
Si maintenant, dans (2), on fait £ =1,1l vient 


HEURE) E=70" d'où Gy —10: 
De même À — 3 donne 
C3F(3—n)+c( )=0o d'où Ca 0, 
el ainsi de suite, jusqu’à À = 2 n +1, qui donne 
CantiF(n+i1)+ Con )+ Con-3( )+...+c( )=0, 


relation vérifiée identiquement, puisque F(n+1)—o, et 
TT ee Pr (OL mt 

C’est précisément la vérification de cette équation qui constitue 
la condition auxiliaire; celle-ci est donc satisfaite. 


394. Cela étant, on peut trouver « priori la forme d’une inté- 
grale (au moins) de l’équation de Lamé; la méthode suivante est 
due à M. Picard : elle s'applique à toutes les équations différen- 
uelles linéaires, à coefficients elliptiques, dont l'intégrale géné- 
rale est méromorphe dans le plan. 
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395. Soient y, et y: deux intégrales distinctes de l’équation de 
Lamé; si l’on change w en u+2w,, 2w, étant une période 
de pu, l’équation de Lamé ne change pas, c’est-à-dire que 
Vi(u +2) et y2(u + 2w,) sont encore des solutions. Par suite: 


Jatu+oawi) = À Yi(u) + a Ya(u), 


Ve(u +2) = pu Yu) + ba Fa(u). 


les À et 4 étant des constantes. 

Cherchons s’il existe une solution, 47, + y, qui se repro- 
duise multipliée par un. facteur constant lorsqu'on change « 
en uw +2w,. Il faut pour cela que l’on ait 


ayi(u+aw)+8Bya(u+a2uw) = s[27i(u) + Bya(u)], 


s étant une constante. 
Remplaçant yi(u+2w,) et y:(u + 2w,) par leurs valeurs 
ci-dessus, on a 


Jitu)(ahi+ Blu)+ya(u)(ahi+ Blu) = s[ayi(u) + Bya(u)]. 


Comme y,(u) ety2(u) sont supposés linéairement distinets, la 
relation précédente ne peut avoir lieu que si les coefficients de 
vi et y» sont les mêmes dans les deux membres, ce qui donne 


(3) ahi+ Bui=as; aÀo+ Que fs; 
et, en éliminant set $, on obtient l’équation en s : 


| AS 1 


À 2 —S 


qui est du second ordre et qui a deux racines, distinctes ou con- 
fondues, mais non infinies, puisque le premier terme est s?. Soits, 
une de ces racines; les relations (3) sont compatibles pour s—s;, 
et donnent des valeurs proportionnelles de « et $ ; 1l y a donc au 
moins une solution, 4y1 + 82, qui se reproduit multiplhiée par s; 
quand l’on change w en u + 20. | 

Désignons cette solution par z,(u). 

Si 2 w, est la seconde période de pu, les fonctions 3,(u + 2w2), 
3, (u + 4w2) sont encore des solutions de l'équation de Lamé, 
comme 3,(w); et par suite il y a entre ces trois solutions une 
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relation linéaire et homogène 
ZA(u+{w:) = 2% 3(U)+ 2 3(U +22), 


4, el & étant des constantes. 
Dès lors, si l’on pose 


(4) Q(u)=z(u+2w2)+À'3(u) (À'= const. )}, 
(uw) sera une solution de l’équation de Lamé et l’on aura 


o(u+au)= au + {w2) + \'3(u +20) 
= 4 3(u)+(} + )3(u +22) 


= (À'+ DFE peu) |. 


cs . « (1 . 
Choisissons la constante À’ de manière que V = =——, ce qui 
À + C4) 
est Loujours possible, au moins d’une manière; il vient 
Q(U+ 2e) = p1g(u), 
2, désignant la constante (W+ «:). D'ailleurs on a, d’après la 
définition même de z,(u), 
3(Uu+2w)=s13i(u), d'où Z(Uu+20I+2wi)= Ss12(uU +2), 
et par suite en vertu de (4), 
Q(u+2uw)= s1p(u). 


396. Ainsi: 


L’équation de Lamé admet toujours au moins une solution 
particulière, o(u), vérifiant les relations 
(5) | p(u+am)= seu), 
J 

| pCu+ou) = pre(u), 

o,ets, désignant certaines constantes; cette solution est méro- 
morphe dans tout le plan, puisque l'intégrale générale l’est 
elle-même (1). 


(1) L'équation de Lamé ne changeant pas quand on y change w en — u, 
o(— u) est aussi une solution; si donc on peut calculer w (x), on obtiendra ainsi 
deux solutions, généralement distinctes, de l’équation, et celle-ci sera dès lors 
intégrée. 
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397. Il est aisé de trouver la forme générale des fonctions, 
méromorphes dans tout le plan, qui vérifient les relations (5), 
sans être assuJelties à d’autres conditions. 

L'une d’elles est la fonction 


s(u—h) 


al u) = ———— mu, 


qu 


h et m désignant des constantes convenablement choisies. En 
elfet, d’après la formule (u + 2w,)— — eatutoa) du), on à 


fiu+o2w)=f(u)e tmhitime, J(u+awi)= f(u)e-2uht2imes, 


et il suffit de déterminer À et m de manière que l’on ait 


— 2% +2mu= logs], — 2h +92muw2= logo, 


: ; À : Ti 
ce qui est toujours possible, puisque nwÔ: —no0,= + = (n° 232). 


Dès lors, si w(u) est la fonction méromorphe la plus générale 
vérifiant les relations (5), il résulte de ces relations que la fonc- 
o(u) 
J'(u) 
u + 202; comme elle est méromorphe dans tout le plan, puisque 
-o(u)et f(u) le sont, c’est donc une fonction elliptique, E(u), 
aux périodes 26,, 20, de sorte qu'on a 


Lion 


ne change pas quand on ÿ remplace & par & + 2w:, 


s(u—h) 


enuE(u). 
qu 


(6) o(u) = 

398. Dans le cas où (4) est une fonction vérifiant, non seule- 
ment les relations (5), mais l’équation de Lamé, on peut préciser 
singulièrement la forme de la fonction elliptique E(u). En effet, 
l'intégrale générale de l'équation de Lamé n’a, dans un parallé- 
logramme, que le seul pôle u — 0, qui est d'ordre n, puisque la 
plus petite racine de l’équation déterminante correspondante 
est — n : donc (u), solution particulière de l'équation de Lamé, 
admet le point uw — o comme pôle d'ordre n, au plus () et n’en 


(') En effet, autour du point w = o, une solution de l’équation de Lamé a un 


C 


Là I La 
développement de la forme AE Sr +...; une autre a un développement de 


la forme u“*!+ ciu"+t?+..,.: car les racines de l'équation déterminante sont —n 
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a pas d’autre. Îl en résulte immédiatement, d’après (6), que E(u) 
admet ce même point comme pôle d'ordre » — 1, au plus, et ne 
peut admettre d'autre pôle, sauf peut-être &# = k, comme pôle 
simple. 

Donc, en exprimant E(u) par les & (n° 188), on a 


T(u—a)s(u— a2)...s(u— an) 


gu-l(u)s(u—h) é 


EÇu)= 
une ou plusieurs des constantes, &1,..., 4n, pouvant être o ou L, 
ELA + a2+... + An étant égal à L + Période. On a ainsi 


g(u—a)s(u—a>)...S(u—&n) 
LE RE 0 Ph ne 2 LL TRE, 


Q(u)= eu me 


et il est certain que l’équation de Lamé admet une solution 
particulière de cette forme. Il ne reste qu'à substituer 2 (4) dans 
celte équation, et à déterminer m, &@i, @:,..., &», en donnant 
à u des valeurs particulières, ou par Loute autre méthode. La solu- 
tion (4) étant ainsi connue, © (— u) sera une seconde solution, 
comme on l’a observé plus haut; et l'intégrale générale de l’équa- 
tion de Lamé sera y —c;o(u) + c:0(— u). 


399. Intégration de l’équation de Lamé pour 7 —1. — [’équa- 
tion de Lamé est alors 


(Ga PT = a(pu +2) y 
On a dans ce cas : 
d’où l’on tire 
re =m+ç(u—a)—{@u, 


et » +1. Pour une solution quelconque, on a donc le développement 


1 Ci ñ ! ne TT ! TE É 
(SE A2 uni Ti 4 (UE oc urr2E ..) (2 et p'= const.arbitraires), 


et l’on voit que si à'Z 0, u = o est un pôle d'ordre n pour cette solution; si \'= 0, 
c’est un zéro d'ordre n +1. 
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et, en dérivant, 


g"(u) Hope 


DTu) =—p(u—a)+pu, 


ou 


c’'(u) 
o(u) 


=[m+{(u—a)—{uf—-p(u-a)+ pu. 


Il faut écrire que o(u) vérifie l'équation (5) de Lamé, à savoir 


o"(u) « ; 
— 2(pu+ À), ce qui donne 
o(u) (J ), q 


[m+t(u—a)—{uf—p(u—a)—pu—2X—o. 


Il s’agit de déterminer les constantes a, b, m de manière que 
celte équation soit salisfaite quel que soit w, et l’on est certain, 
a priori, que cela est possible. 

En employant la formule Ê(u — ») du n° 197, on écrit la rela- 
tion précédente 
1 pu+p'a 
2 pu—pa 


(m—ta+ )—Lp(u—a)+pu+pal+pa—ai=e, 


ou, d’après la formule qui donne p(u + 6) (n° 198), 


Â 


y pu+p'a\? I lu pla 
m—ta+- PASSION PSS EPS ES 
> pu—pa pu— pa 


2 
) +pa—2À—=o. 


Développons le premier carré et réduisons, nous avons 


pu+p'a 


(8) OR ta} +(m—ta) (EE 


)+pa— 2 NE 

Le premier membre, qui doit être nul identiquement, est une 
fonction rationnelle de pu et p'u, qu'on peut mettre sous la 
forme M(pu)+ p'u N(pu), M et N étant rationnels en pu. Pour 
qu'une telle fonction soit nulle identiquement, il faut et il suffit 
que M et N soient nuls identiquement: sinon on aurait 


quel que soit w, ce qui est impossible, car le second membre est 
une fonction monodrome paire de u, et le premier, plu, est une 
fonction émpaire. On a donc d’abord N = 0, c’est-à-dire nm = £a; 
il reste ensuite, dans (8), 2À = pa. 
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Si donc a est une solution quelconque de l'équation pa = 2), 
l'équation (3) de Lamé aura comme intégrale la fonction 


euÿa SA a 
CT ES 
une autre intégrale s’obtiendra par le changement de «a en — 4, 
puisque p(— a)= pa, el sera 
nc tUoiR 
G'URE 


elle se déduit d’ailleurs de la précédente par le changement de u 
ÉD: 


L'intégrale générale de la proposée (3) sera dès lors 


s(u — 5 
s(u EL ja An DS 


JA. > 
NRC TO ES 
} ou OU 


He —"1IT. 28 
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CHAPITRE VI. 
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


I. — GÉNÉRALITÉS. 


400. On nomme équation aux dérivées partielles une relation 
entre une fonction, z, de plusieurs variables indépendantes, 
ces variables x, y, ..., et les dérivées partielles des divers ordres 
de 3 par rapport à +, y, .... L’équation est d'ordre n si la dérivée 
partielle de l’ordre le plus élevé qui y figure est elle-même 
d'ordre ». Ainsi l’équation 


— 0 


Palée NÆOZN OS NOT 
NÉ Re re dy” dx 0Y 


est du second ordre. 


401. L'intégrale générale d’une équation différentielle ordi- 
naire d'ordre 7» contient x constantes arbitraires ; de même l’inté- 
srale générale d’une équation aux dérivées paruelles d'ordre x 
contient 2 fonctions arbitraires. On peut s’en rendre compte 
comme ilsuit, en se bornant à l'équation du premier ordre, à deux 
variables indépendantes. 


Soil l'équation 


résolvons-la par rapport à l’une des dérivées paruelles 5 


CERNLE __ 03 
(1) Fr MEL 0p “ 


Je dis que l’équation (1) admettra une solution 5, qui, 
pour æ — 0, se réduira à une fonction arbitraire de y, (y). En 
effet, en développant 3 par la formule de Maclaurin, suivant les 


ve... 


RU CT TE ONE 


[22] 
wt 
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puissances croissantes de æ, on aura 


03 Pa æ® forz 
(2 (TX, V)= 30, Y)+xr| — +... — | — Se 
>) Ci D ASE RTL U OT ALES 


Or l’équation différentielle (1) permet de calculer la valeur, 
pour æ = 0, de tous les coefficients de ce développement. 
Le premier terme en effet, (0, y), est égal, d’après l'hypothèse, 


à (y) : 
ar 3(0,7)= (9). 


Or je dis que si l’on connait les n premiers coefficients 


03 (3 Lim 170 
Z(oO,. . re RE , 
; 110F 0x ME dx'i-1 Et 


0 3\ 


LD - En effet, 


l'équation proposée (1), dérivée (n — 1) fois par rapport à x, 


on pourra calculer Île suivant, c’est-à-dire ( 


donne 

oz 03 dr L2000% 0 013 oz 

(3) —=fonct. del x, y, 3, —5 ve5 ——; —, 5 een ——— )- 
HAL 0x OT UP OT CT (AE te 


Faisons dans cette relation x — 0 : les valeurs de 


Ôz es Fat 
Z(O 6 re “ave ARE 
1 J Ê 0x x=0 N ; ox'i Je 


\ 
sont des fonctions de y supposées connues ; soit 
LES — (0 AE) ESS MP ASE ALT LE 
x). on(7 ); LION ) ); 
on en déduit, en dérivanut par rapport à y, 


( ) = on (y), 
L—=0 


y Ôoxh } »- 


et par suite, toutes les quantités qui figurent dans le second 
membre de (3), où l’on fait x — 0, sont connues, ce qui donne la 


; où 3 
valeur cherchée de ( ) : 
odx!t L=0 


Le premier terme du développement (2) étant connu, on 


pourra ainsi, de proche en proche, calculer tous les autres, et ce 
développement donnera une fonction 3, de x, y, satisfaisant à 
Jr < 7.4 D 7e ES T n À, / où 

l'équation proposée (1), et prenant, pour æ = 0, la valeur L(7:). 
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Il resterait à démontrer que le développement est convergent, 
ce qui a été établi par Cauchy : admettant cette convergence sous 
certaines conditions, on voit que la solution 3 obtenue contient, 


dans son expression, la fonction arbitraire (y). 


402. Remarque. — Géométriquement, cette proposition 
s'énonce ainsi: l'équation différentielle 


Us ns 
fer Fat n) 10 


admet une solution, : — (x, y), telle que la surface représentée 
par l'équation 
ART o(æ, J)=0 


»asse par une courbe donnée, 3 = (y), du plan x = 0. 
Ï P ? RAA 19/5) [ 


403. Plus généralement, on peut dire que l'équation différen- 
uielle admet une solution, 3 —%,(x, y), telle que la surface 
3 —%,(x, y)—=0 passe une courbe donnée de l’espace. 


Soient en effet 
m=#F(y), 3 = (y), 


les équations de cette courbe; prenons pour variables indépen- 
dantes, à la place de x et de y, les quantités £ et n définies par 


e=œx—F(y)) NA = J: 
Nous aurons 


OS NOS QUE 03 On 03 


Or dE 0æ 0 0x dE’ 

0Z 03 0 03 0n Oz OZ 

D RTE tb AL, ue A1) ju 
| 0ÿ — 0E dy 0n 0y DNS 


L’équation différentielle proposée deviendra, si l’on y remplace 


03 03 : 
Arena leurs valeurs ci-dessus, 


03 03 
fie UE Pine? =) EU 


elle est toujours du premier ordre; elle admet donc une solution 
3 —=%(Ëê,n), telle que la surface 3— (6, n)—0o passe par la 
courbe £ —0,3—%(n); ce qui revient à dire que l’équation 


ne nt fe. | 


pi 2 
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différentielle primitive admet une solution, 3 = +[x—F(y), |, 

telle que la surface correspondante, 3 —©—o, passe par la 
3 NO 22 RE TE 

ÉOHED AE (7), 1e = 0). 


40%. Le raisonnement du n° 401 s'étend à une équation d’ordre 
quelconque ; par exemple, étant donnée une équation du second 
ordre, à deux variables indépendantes, 


F Al 0z 03 0?3 0?z oz 
LT, V3, —9 —9 -— 9 ———3 — |=0 
(4) Jr 07? 0y” 0x?” 0x0y” 0y? ; 


on pourra trouver une solution, 3, telle que, pour x = 0, on ail 


3 )r=0 = Ÿ(Y), 
7 (=) J 


Yet d, étant deux fonctions arbitrairement choistes de y. 
Géométriquement, cela signifie que léquation (4) admet une 
surface intégrale, 3 — (x, 7), passant par une courbe donnée 
3—%(y), du planx—o, et ayant, en chaque point de, cette 
courbe, un plan tangent déterminé : car le plan tangent en un 


à ; EU : 03 03 
point est déterminé si l’on connaît les valeurs de se et 5 en ce 


0 


point; or la seconde équation (5) fait connaître 2 tout le long de 


la courbe considérée, et la première équation (5), dérivée par 


\ A 03 
rapport à y donne de même —. 
2 0Y 


405. Plus généralement, on verrait, comme au n° 403, que 
o(x,y), telle que la surface 


l'équation (4) admet une solution 3— 
intégrale correspondante, :—v(x,7)—o, passe par une courbe C 
de l’espace arbitrairement choisie, et touche tout le long de cette 
courbe une surface donnée quelconque, passant également par C. 


406. Nous allons maintenant indiquer les procédés connus 
pour intégrer les équations aux dérivées partielles, ou plutôt pour 
les ramener à des systèmes d'équations différentielles ordi- 
naires (à une seule variable); nous nous bornerons au cas des 
équations du premier ordre, et même, dans le champ ainsi 
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restreint, à des cas particuliers: 1° celui des équations linéaires 
par rapport aux dérivées partielles de la fonction inconnue; 
2° celui des équations à deux variables indépendantes : 


DSOUr 
fers ) =. 


* 0x? oy 


II. — ÉQUATIONS LINÉAIRES DU PREMIER ORDRE 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


1° Equations linéaires et homogènes. 


407. Considérons d'abord l’équation, linéaire et homogène 
par rapport aux dérivées, 
03 03 RDS 


+ X» — ... = 64 — O, 
OT; OT à 0h 


(1) X; 


entre les dérivées d’une fonction inconnue 3, et les n variables 
indépendantes, æ,, Z», ..., æn. On suppose essentiellement que 
X,, Xo, -.., X, sont des fonctions de Z,, æ:, .:., æ, seuls, C'est- 
à-dire ne contiennent pas l’inconnue =. 


408. Solution. — Pour intégrer l’équation (1) on intégrera le 
système auxiliaire d'équations différentielles ordinaires, 
d'ordre nr — +, 


dr dXa dr 


(>) td 


Son intégrale générale renfermera (7 — 1) constantes arbitraires, 
c'est-à-dire que, entre æ,,..., Æn, 1l y aura (n — 1) relations con- 
Lenant les (7 — 1) constantes c,, C2, ..., Cn_1. Résolvant ces rela- 
tions par rapport aux constantes, on aura 
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: Le " 4 o 20 À » 1 2 € 
les fonctions &,, ©:, ..., 0,_, étant, (n° 329), (n — 1) intégrales 
premières disunetes du système (2). 
Cela posé, la solution générale de l'équation aux dérivées 
1 le) 7 
partielles (1) est 


= AAC D2) *.., Dn—1); 


f étant une fonction arbitraire; et toutes les solutions sont com- 
prises dans cette formule. 


Démonstration. — Je dis d'abord que les fonctions Dig) 
©n_1, et plus généralement une intégrale première quelconque, », 
du système (2), sont des solutions de l’équauion (1). En effet, si 
l’on a, pour les valeurs de æ,, æ2, ..., æn qui satisfont au sys- 
tème (2), la relation 


o(T1; FAR RENE ND En 


on aura, en différentiant, 


d0 09 0e 
— - dry + -dta+...+ 2 dr, = 0, 
0T; 0T 7) 


équalion qui a lieu pour les mêmes valeurs de #,, æ:, ..., æ,; en 
y remplaçant dx,, ds, ..., dx, par leurs valeurs proportionnelles 
tirées de (2),ona 


. 0 , 0 __ do 
(4) X: ae RE OX 7 = 0, 
OT Ô0T» OT » 


Cette équation (4) a encore lieu pour toutes les valeurs de 
Ty, Los -.., Ln Vérifiant le système (2); elle est satisfaite, en par- 
ticulier, pour les valeurs initiales, lesquelles sont arbitraires 
(n° 324) : elle a donc lieu quels que soient æ,, æ2, .…., æn, c’est- 
à-dire que o(x,, Ze, ..., æA) est une solution de l'équation pro- 
posée (1). 

Cela posé, il est aisé de trouver la solution la plus générale de 
cette équation (1). 

Observons à cet effet, qu'une au moins des fonctions X,,... X, 
n’est pas nulle; soit par exemple X,Z0. Prenons alors pour 
variables indépendantes à la place de æ,, æ2, ..., Æn_1, &n les 
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, L 


fonctions &1, &», ..., On, €t Tan ('); la solution générale cher- 
chée, z, sera de la forme 


Pi F (p1; P2» +.) Pn—i) Tr )- 


ll 


3 
—— y 


Ecrivons qu'elle vérifie (1), er à cet effet formons : 
OT; HE TA 


On a 


3 OF 0 JF don 
: 3 Sa co DAT ve 


0; 091 0x JQn-1 OT) 
0z OF 0 OF 00, 
ben AA = me .….. + N : : 2 
ÛT 9 0Q1 OT Ovn-1 0T) 
RER ie dut a en le Re ie. } 
= — RE Gi hr + 9 
OT n do OT à JOn1 0Tn OT n 


oF , Poe. , » #] \ 

5 étant la dérivée partielle de F par rapport à æ,, en tant que 

ln 

cette variable figure explicitement dans F. Portant ces valeurs 

dans (1), on obtient, en tenant compte des équations telles que (4) 

qui expriment que ©, %e, ..., ®,_1 sont des solutions de (1), 
"OF 


MA pire 
APE 


= O,; 


oF 
7 
que la fonction F(,,0:,...,0, ,,x,) ne contienne pas explicile- 
ment Zn, c’est-à-dire soit une fonction de 4, 22, ..., ®y_1, et l’on 


d’où, puisque X, n’est pas nul, — 0. Ainsi, il faut et il suffit 


a dès lors, pour la solution la plus générale de la proposée (1), 


3 = Foi, D, ..., ui), 
F étant une fonction d’ailleurs arbitraire. 

L'intégration de l’équation (4) est ainsi ramenée à celle du 
système (2);.on voit que la solution la plus générale de (1) est 
donnée par l'intégrale première la plus générale de (2), et que 
l'intégration de l’équation (1) et celle du système (2) sont deux 
problèmes absolument équivalents. 


(1) Ainsi, nous prenons pour variables indépendantes 9, 9, ..., ®,_, et æ,: 
ce changement de variables est possible, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de relation 
entre b,, D, ..., ©, : ét æ,. Car :1°11l n'ya pas de relation entre v;6,-, 0727 
intégrales premières d’un système diflérentiel canonique d’ordre (n — 1) (n°329); 
2° il n’y a pas de relation de la forme x, = fonct. de (w,, #., .…., p,=), car une 
telle relation exprimerait que x,= const. est une intégrale première du système (2), 


ce qui entrainerait, dans (2), dx, = 0, et par suite X, — 0, hypothèse écartée. 
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409. Exemple. — Soit l'équation 


03 03 


L— + Y — = 
0x Y9y 


qui rentre bien dans le lype (1). Le système auxiliaire (2) est 


dx dy 
— = —— y 
T 1€ 
et l'intégration donne 
HOT: d’où C1—= _ 


La solution la plus générale de la proposée est donc 


F étant une fonction arbztraire. 


2° Equations linéaires à second membre. 


410. Soit maintenant l’équation 


023 US 02 
+ Xo + + X, — = 7, 


x 
221 
ÔT > Ô0X na 


—n. 
Qt 
.— 


OT 


où non seulement il y a un second membre, Z, mais où les 
X,, X:,..., X, et Z sont des fonctions des variables indépen- 
dantes, æ,, ..., æ,, et de la fonction inconnue 3. 

Supposons que l’inconnue z soit définie par une équation 
implicite 
(6) P(x:, T'), .….., Th, 3) = O, 
et cherchons à déterminer la fonction ® de telle sorte que z 


vérifie la proposée (5). On tire de (6), en dérivant successivement 
par rapport à chacune des variables indépendantes x,, æ», ..., x, 


op 0 03 
PRE EN TS 0, 
OT 03 07: 
0 0 Oz 
——— — = O, 
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; ; : 03. 03 
équations qui donnent ——; —-; -..; sous la forme 
Ti Ô0T» 
oz D 
Ori MU TOTUN OR 


Portons ces valeurs dans (5), nous avons 


(Eu) A te ee +. + X, PT TE 

OT OT» OT à 03 
équation aux dérivées partielles à laquelle doit satisfaire la fonc- 
tion D. Pour que la fonction 3, définie par D(x,,..., Xn_1, 3) = 0, 
soit une solution de la proposée (5), il n’est pas nécessaire que 
l'équation (5) ait lieu identiquement, c'est-à-dire quels que soient 
Ly Tavets ns 2 3011tsuffiLiqu'éllefaitélien PONTS Ale NTERIE 
Dia ee ai VériientO(Ti eee D, ce) 0 ONCE 
déterminons ® en regardant l’équation (5) comme ayant lieu 
identiquement, nous obtiendrons ainsi des solutions, 3, de l’équa- 
lion proposée, mais nous ne serons pas sûrs d'obtenir toutes les 
solutions. Suivons néanmoins cetle marche. 

L'équation (7), quand on la suppose vérifiée quels que soient 
Lis Las sc.) Tr, 3, eSt une équation aux dérivées partielles en ®, 
les variables indépendantes étant x,, ..., æ,, z; elle est du type 
que nous savons intégrer (n°% 408 et 409). On considère à cet effet 
le système auxiliaire de 7 équations : 


(8) Os LT Es PEN TEE 


Ne RE 77 
que l’on intègre sous la forme 
DC re ln ele Do r= Ca a. fr On = Cyis 
et l’on obtient la solution générale de (5) par la formule 
PB = fs Po, +. En) 


f étantune fonction arbitraire. Donc une solution, 3, de l'équation 
proposée (5), sera définie par la relation implicite 


(9) J(P1 Pas AO n ) 0) 


AÏT. À priori, d’après ce qui a été dit plus haut, on ne doit 
pas s'attendre à avoir ainsi la solution la plus générale : mais on 


PR 
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peut établir que la solution (9) ne laisse échapper que des solutions 
exceptionnelles, ne renfermant pas de constante arbitraire. 
Soit en effet D(x,, Z2, ..., Ta, 3)— c une solution de la pro- 
posée (5) dépendant d'une constante arbitraire, c (!); en tirant 
: 03 Oz . 
de cette relation ==, ==, ... comme on Pa fait plus haut, et 
Ori” 0% 
portant dans (5), on retombe sur l'équation (3), à savoir 
0 7700 0P 


Cm] Xi—+...—+X, - Ze 0: 
. 0; Or, 03 


équation où € ne figure pas explicitement, et qui doit avoir lieu 
pour les valeurs de æ,, æ2, ..., Zn, 3 vérifiant la relation 


PERL Der eiLnic leo: 


Or, c étant une constante arbitraire, cette dernière relation est 
vérifiée par des valeurs initiales simultanément arbitraires de 
Li -... Un, 3, C'est-à-dire que (7) doit avoir lieu tdentiquement, 
ATÉLMUUCSOIEnU TL Tr 

Par suite, en vertu de ce qui précède, ® est une fonction de 
Ron vrietidés lors la SOlULiom DT. Tr, 2)— cest 
comprise dans la solution (9) : 


ACTETT ...) On) = 0, 


où f est une fonction arbitraire. 

Donc, comme nous l’avons annoncé, s’il existe d’autres solu- 
tions que la solution (9), ce sont des solutions ne renfermant 
pas de constante arbitraire, qu’on nomme solutions singulières. 


412. Règle. — Voici donc l'énoncé de la règle d'intégration qui 


comprend, comme cas particulier, celle du n° 408 : 


Soit l’équation 


03 MIO NIEUZ k 
LG —- X9 FRET —— CHOC + X} I SS 22 
0%; 0» 


(5) Xi 


où z est l’inconnue, &i,Xa, ..., æA les variables indépendantes, 


(1) On suppose l'équation entre æ,, æ,, ..., æ,, 3 et c résolue par rapport à la 
constante c, ce qui ne diminue pas la généralité. 
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etX,, Xe, ..., L des fonctions der SERRE NO PPEMERNUNElRTIES 
, 0 4 2 , \ ; . . . ; » F4 e . “5 

tégrer, on intégrera le système auxiliaire d'équations diffe 

rentielles ordinaires (d'ordre n) : 


dr; _ dre -dTn dz 
NT ENCN SONT ER 7 


x 
o2 
7 


ce qui donnera n relations qu'on résoudra par rapport aux 
n constantes arbitraires : 


C1 = Vi Ti, ..., Tns 3), C2 = Do, DR: Ca = ne 
La solution générale z de l’équation proposée sera donnée 
par la relation implicite 


HCTED *-., On) SZ t'E 


f étant une fonction arbitraire : mais certaines solutions (sin- 
gulières, ne renfermant pas de constante arbitraire) pourront 
échapper à cette formule. 


413. Exemples. — 1° /'quation des cylindres. — C’est l’équa- 
tion aux dérivées partielles (Tome I, n° 120) 


0 )3 
HR ADR = EUR (a et b—const.). 
0x 1} 


d’où l’on tire 


Lire UE CS Y—03— 0, 
et la solution générale de la proposée est donnée par 
f(x—az,y —bz)=0, 


f étant une fonction arbitraire. Cette équation représente un 
cylindre dont les génératrices sont parallèles à la direction &, b, 1. 


2° Equation des fonctions homogènes. — Soit à intégrer 
l'équation 


=. 
— 
Ut 
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Le système auxiliaire (8) est ici 


(8 bis) DE ES M : 
“E ÿ Im 3 
9 A ? s 
d’où l’on üure 
14 
De C1 T C1 = — 
4: ? 1 x 
ou 
3 
2 Cr CHER 
£ PAL 


L'intégrale générale de la proposée est donc 
> 1 


\ 
3 V Z 
12 re D ges DA ou = © 7 , 
PUR: PAL ACER 


# étant une fonction arbitraire. L’inconnue 3 est donc une fonc- 


Lion homogène quelconque de x et y, d'ordre m. 


3° Æquation des surfaces de révolution. — Soit à intégrér 
b hr b 93 
DOVEROTERE ONE OP) ER CC) 0; 
3 se nr AN ) 


Le système auxiliaire (8) est 


dx dy dz 


Pr DV Ga TG PU 


On entire 
a dr + b dy + cdz = 0, 


x dx + y dy +zdz=o, 
relations qui s’intègrent de suite et donnent 
C=axz+by+cs, 


CA LA VC; 


c'est l’intégrale générale du système différentiel (8 ter). La solu- 
tion de la proposée est donc fournie par l'équation implicite 


f(ax+by+cz, x+y+ zx) —=o, 


qui représente une surface de révolution autour de la droite 
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4° Soit à intégrer l’équation 
03 03 


Met ES == °0; 
dx dy 


Le système auxiliaire est 


A 


[ 3 (e) 

Le dernier rapport entraine ds = 0, d’où | 
| 

Ci — =. . 

Portant cette valeur de z dans | 


HT ne 


on en conclut 
Y = CT + Ca, 
d’où 
C1 ==, C2—= Y — 3T, 


et l'intégrale générale de la proposée est donnée par l'équation 
f(2,Y —23x) me (1); 


f étant une fonction arbitraire. 


414. Interprétation géométrique de la méthode d'intégration. 
— Soit l'équation différentielle à deux variables indépendantes, x 
el y; 

P OZ 0 


(10) Frs 


qui est l’équation (5) dans le cas de 2 —2 : P, Q, R sont des 
fonctions de x,"7, z- 
Considérons la droite D qui a pour équations : | 


, NIET Very 7 D. 


à chaque point x, y, 3 de l’espace correspond ainsi une droite D, 
passant par ce point. 

Soit 3: — »(x, y) une intégrale de l'équation (10): cette équa- 
lion (10) exprime que le plan tangent à la surface 


3 —9(x, y)=0, 
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au point (x, y,2), contient la droite D relative à ce point, car 
ce plan tangent est 


Cela posé, appelons courbe caractéristique une courbe qui, en 
chacun de ses points x, y, 3, admet pour tangente la droite D 
correspondant à ce point : les courbes caractéristiques seront défi- 
nies analytiquement par le système différentiel 

C) dx dy _ dz 
Ce DE TONER : 
dont l'intégrale générale, qui renferme deux constantes arbitraires, 
est de la forme 


(11) Ci 21(X, Y2), Ca = Var, ÿ, 3). 


/ Ces deux équations (11)sont celles des courbes caractéristiques d 
celles-ci sont en nombre doublement infini (!). 

Or toute surface engendrée par des caractéristiques, associées 
suivant une loi quelconque, est une intégrale de l'équation pro- 
posée (10): car, en chaque point (x, y,3) de cette surface, le 
plan tangent contient la tangente à la caractéristique qui passe 
en æ, y, 3, c'est-à-dire la droite D relative à ce point. 

Réciproquement, sur toute surface intégrale de l'équation (10), 
il y a une infinité de caractéristiques. En ellet, on peut tracer sur 
une surface quelconque, S, une série simplement infinie de lignes 
définies par la condition de toucher, en tout point de S, une droite 
déterminée située dans le plan tangent : ainsi les lignes de cour- 
bure sont celles qui touchent, en chaque point, un des axes de 
l’indicatrice. Or, pour une surface intégrale de (10), en tout 
point M, la droite D relative à M est dans le plan tangent, puisque 
l'équation (10) exprime précisément cette propriété : on en con- 
clut qu'il y a bien, sur la surface, une série simplement infinie de 


(1!) Les équations (11) donnent la solution generale du système différen- 
tiel (C); elles ne donnent pas toutes les solutions. Les solutions singulières du 
système, s’il en existe, ne sont pas nécessairement comprises dans les for- 
mules (11). 
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lignes touchant, en chacun de leurs points, la droite D correspon- 
dante, c’est-à-dire une série de caractéristiques (1). 

L'intégrale générale de (10) est donc une surface quelconque, 
engendrée par les caractéristiques : or, pour que la caractéris- 
tique (rt), | 
| Ci= %1(#, 7,2), C2= Pad, Y, 8) 


engendre une surface, il suffit d'établir une relation, quelconque 


d’ailleurs, entre c, et ©», 
J(ci; C2) E10; 


de sorte que les surfaces intégrales cherchées sont données par 
l'équation 

HAUTE Ga) 210; 
f étant une fonction arbitraire. On retrouve ainsi, par une voie 
séométrique, les résultats analytiques du n° 412. 


415. Remarque. — Si l’on veut trouver la surface intégrale qui 
contient une courbe donnée, on prendra les caractéristiques qui 
passent par les divers points de cette courbe : leur lieu sera la sur- 
face cherchée. De même, on obtiendra une surface intégrale cir- 
conscrile à une surface donnée en prenant les caractéristiques qui 
touchent celte surface. 


416. Exemples. — 1° Dans l'intégration de l'équation aux 
dérivées partielles des surfaces de révolution, on a trouvé pour 


les caractéristiques 
C=ax +by+cz, Ca= T?+ Vi+ 3°; 


les caractéristiques sont donc des cercles, situés dans des plans 


(!) Ce raisonnement peut souffrir des exceptions. En effet, les courbes qui 
touchent en chacun de leurs points la droite D correspondante ne sont pas né- 
cessairement des caractéristiques, parce que le système différentiel (C) peut 
admettre comme solutions (singulières) d’autres courbes que les caractéris- 
tiques. Mais si de telles courbes existent, elle ne peuvent dépendre que d’une 

Constante arbitraire, au plus, puisqu'elles ne constituent pas la solution gené- 
rale du système (C); elles ne peuvent dès lors engendrer qu'une seule surface, 
dont l’équation ne renferme aucune constante arbitraire. Cette surface est d’ail- 
leurs, quand elle existe, une solution singulière de l’équation proposée (10); on 
démontre qu’elle est l’enveloppe des caractéristiques. 
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. ; : x z 
perpendiculaires à l'axe a = — :» etayant leurs centres sur cet 


axe (parallèles). 

2° Déterminer une surface telle que le plan tangent en un 
quelconque de ses points, M, rencontre O3 en un point qui 
soit équidistant du point M et de l’origine. 


Le plan tangent en M, (x, y, =), étant 


ou, après réductions, 


(12 Hp due TRS 
) ee 2Y NT TN INI 


C’est une équation linéaire par rapport à == et A qu’on intégrc- 
rait aisément par la méthode analytique générale ; il sera plus inté- 
ressant de l'intégrer géométriquement. 

Soit M un point quelconque d’une surface intégrale; désignons 


par T le point de O3 équidistant de M et de O (fig. 00) : Le plan 


Fig. 90. 


‘0 


tangent à la surface intégrale en M doit passer par T, c’est-à-dire 
contenir la droite MT. C’est là la condition nécessaire et suffisante 
que doivent vérifier les surfaces intégrales; c’est celle qu’exprime- 
rait analytiquement l'équation (12). 
Il en résulte que MT est la droite D qui correspond au point M. 
H. — IL. 29 
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Cherchons maintenant les caractéristiques, c’est-à-dire les 
courbes qui admettent pour tangente, en un point quelconque M, la 
droite D (c’est-à-dire MT) relative à ce point. L'égalité TO — TM 
montre que la droite MT est tangente, en M, au cercle qui passe 
par M et qui touche O3 au point O; par suite les cercles (en 
nombre doublement infini) qui passent par l’origine O et touchent 
en ce point l’axe 0 3 sont les caractéristiques. 

La surface intégrale est donc une surface quelconque engendrée 
par des cercles touchant Oz en 0; un tel cercle est situé : 
1° dans un plan mené par O3; 2° sur une sphère passant par l’ori- 
gine O, et touchant en ce point un plan arbitrairement choisi 
mené par O3, le plan x = 0, par exemple. Les caractéristiques 
ont donc pour équations 


M Cit; L+ Yi+ 3 = Ce, 
d’où, pour l’équation d'une surface engendrée par ces lignes, 


PT VA TEE SE SIN 
s( :Z)=0, 


T 


m+p+m=eu(2), et 4/2 -p+e4(2), 


d étant une fonction arbitraire. On a ainsi trouvé les surfaces 


ou 


cherchées sans même se servir de l'équation (12 qui les définit 
analytiquement. En intégrant celle-ci on arriverait aux mêmes 
résultats. 


III. — ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 


AÏT. Généralités. — Les équations (linéaires) aux différen- 
üelles totales sont du type 


(1) ds = X(E M'ea) dre Ne Ne) dr 


Ps 


où X et Ÿ sont des fonctions données de æ, y, 3. Existe-t-il une 
fonction z(x, y), de x et y, telle que, si l’on forme dz, c’est-à-dire 


u lots. 


ENT AE OT PT ee ET 
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cette différentielle soit identique au second membre de (1), où 
l’on a remplacé s par (+, y)? Évidemment il faut et il suffit pour 
cela que la fonction z(x, y) vérifie les deux équauons difléren- 
tielles 

(2) . UN CA IV 2), _ LA NC re OL 

Le problème de chercher, si elles existent, les soluuons 3 de 
l'équation (1), revient donc à chercher les solutions 3 communes 
aux deux équations aux dérivées partielles (2). 

Pour reconnaître si le système (2) admet une solution 3, déri- 
vons la première équation (2) par rapport à y, la seconde par 
rapport à æ. Nous trouvons, en Lenant compte des équations (2) 
elles-mêmes, 


0x 0Y a OV Jz 0Y 0 03 
023 OY OY 0z OY OY 
| — + — — + — 
OY 0x 0x SAUT 0x F- 


0? z oX DXEUS ox ox 
- ES —- + — = 


Si la fonction 3 existe, on aura donc 


È PO CPC DIT CE 
SD T0 A ie 2 


égalité qui doit avoir lieu quand on remplace, dans les deux 
membres, 3 par la fonction z(x, y), solution du système (2). 
Deux cas sont alors possibles : 1° la relation (3) est une identité 
en æ, Y, 33 2° dans le cas contraire elle définit une fonction z, de 
æety, qui ne renferme pas de constante arbitraire, et qui seule 
peut satisfaire au système (2) : 1l suffira d'examiner si elle y 
satisfait effectivement, et, suivant le résultat du calcul, le sys- 
tème ( 2) aura ou n'aura pas de solution. 

Par suite, le système (2) ne pourra admettre de solution, 
z(x, y), dépendant d’une constante arbitraire, que si l'équation (3), 
que nous appellerons la condition d’intégrabilité, est satisfaite 
identiquement. Si elle ne l’est pas, il est possible qu’il existe une 
solution, sans constante arbitraire, qu’on obtiendra comme il vient 
d’être dit. 


HS. Intégration. — Supposons donc la condition d’intégrabi- 
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lité (3) satisfaite identiquement, quels que soient +, y, z; je dis 
que le système (2) admet une soluuon, et que celle-ci renferme | 
une constante arbitraire. 

Considérons, en effet, la première équation (2), 


03 
0x = X(xr, y; Z ). 


03 _ 03 êt 
0æ ‘0y. 


à second membre; son intégrale générale s'obtient (n° 412), par 


C'est une équation aux dérivées partielles, linéaire en 


l'intégration du système auxiliaire 


LR A ou HU BE TUE z), 


(4) 1 O € dx 


dont une intégrale première est y = G,. Soit f(x, y, 3)= C2 une 
autre intégrale première; l'intégrale générale, 3, de l’équation 
03 


— — X sera donnée (n° 412) par la relation 
0x 


(5) Ja: 3)= PC), 


® désignant une fonction arbitraire. Observons, avant d’aller plus 


ns + érénm ou “us de De NE OS RS de mn 


loin, que la fonction f(x, y, 3), intégrale première du système (4), 


E 
| 
| 
| 
[ 
| 


vérifie (n° 408), quels que soient x, y, 3, la relation 


0 
HAN CIE 
COTRER 03 


(6) 


Cela posé, la question de reconnaitre si les deux équations (2) 
sont satisfaites par une même fonction 3 revient à examiner si la 
fonction 3, définie par (5), et qui est la solution générale de la 
première des équations (2), peut aussi vérifier la seconde, à savoir 


0 of 0z k 
pi 74 
>) \ Ld Oz L 0 
d'où l’on ture 553 Si nous exprimons que celte valeur de Le est 
y (ty 4 
égale à Y, nous avons l’équation 
OMR: 


= 
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qui doit être satisfaite quand on y remplace 3 par la fonction 
z(æ, y) définie par (5). 

Ainsi, tout revient à voir si l’on peut déterminer la fonction 
arbitraire (y), de telle manière qu’en tirant 3 de (5) et portant 
dans (8), on obtienne une identité en x et y. 

Or (5) donne pour 3 une expression de la forme 


3 = F[>, LS SE 


et, après substitution de cette valeur dans (8), le premier membre 
de (8) devient une fonction de x, y, D(y); le second membre est 
une fonction de y seul, D’(y) : on n’arrivera donc à une identité 
que si le premier membre nouveau ne contient pas x; alors l’'équa- 
on (8) se réduira à une relation entre y, D(y}), D'(y), c'est- 
à-dire à une équation différentielle du premier ordre en D(Yy). 
Elle deviendra une identité si l’on prend pour D(7) l’intégrale 
générale de cette équation différentielle, intégrale qui contient 
une constante arbitraire. 

Donc entin, la condition nécessaire et suffisante pour que la 
fonction z, définie par (5), vérifie (8) est que, en remplaçant 3 par 
sa valeur tirée de (5) dans le premier membre de (8), on obtienne 
un résultat indépendant de x. Cela revient à dire que le premier 
membre de (8), où z est défini par (5), a une dérivée nulle par 
rapport à x; c’est-à-dire que l’on a, quels que soient x et y, 


GER M HR +) (+ )=0 


dy 0x  0y0z dr | 03 0x SNOT 03 \ 0x 03 0x 


(9) 


; UE: SN UOZ ; : : 
Or, pour la fonction 3 définie par D 28 EL égal à X puisque 


l'équation (5) est l’intég gé > — — X; d’ailleurs, en 
- M 0 
vertu de l’identité (6), pans x on a tdentiquement, quels 
0x 
que soient æ, y el 3, 
LS SE CS DT of xf ox of 
0x0 0230 OÔy 03 17020 3? 203 


of 


NE Oz 0? j 
Portons les valeurs précédentes de —, ———, 1 dans l’équa- 
0x 0xoÔy 0x0 


tion (9); celle-ci devient, après réductions, 


ON RE CRE 
)z \ox 03 ÔY 03 
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et se trouve satisfaite identiquement, en vertu même de l’hypo- 
thèse faite sur la condition d’intégrabilité (3). 

Il résulte de toute cette analyse que, si la condition d’intégra- 
bilité (3) est satisfaite identiquement, on pourra trouver une 
fonction (y), renfermant une constante arbitraire, telle que la 
fonction z définie par (5) vérifie le système (2); en d’autres 
termes, l'équation aux différentielles totales (1) admettra alors une 
solution, dépendant d’une constante arbitraire, et qu’on obtiendra 


comme il vient d’être expliqué . 


on aura, pour déterminer D(), à 


intégrer une équation différentielle du premier ordre. 


A9. Exemple. — Soit l'équation aux différentielles totales 


Ti , PU 
(10) d dt Cle 


n et m désignant des constantes; elle revient au système 


L0z 7 
(11) ee Ney 
OX T 


La condition d’intégrabilité est 1c1 


Roi me ON er Z Er RL E) m z 
Toy \x 10 x)" 0 V UD NN 


D 0 Z A r 0 
Comme —{—)— 0, et que de même — 
OY \T 


Z l 
HOUR 
LINE 


(5) — 0, il reste 


Z I 
= ANt— | —.}» 
eu 


EE 


et la condition d’intégrabilité est vérifiée identiquement. 


Intégrons maintenant la première équation (11); le système 


auxiliaire ést 


= -"- — — da, ou 


ce qui donne 


L'intégrale générale 3 de la 


dx dz 


AY HSE Re 


4 


—= Co. 


LA 
Ed 
æ'!t 


première équation (11) est donc 
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donnée par 
(T9) 3 = 2% by), 
d’où, par dérivation par rapport à y, 


)z 
— æn D(y), 


. 
/ 


el, puisque 3 doit satisfaire à la seconde équation (11) 


(13) m= = np) 


Il faut déterminer (y) de manière que z, défini par (12), 


vérifie (13), ce qui donne 
nm 
DV) d'y), ou 
m2) 7.0 ; 


et, par intégration, 
logb(y)= m log y + log, 


4 désignant une constante arbitraire. La solution 3 


de l’équa- 


tion (10), ou du système (11), est donc donnée par l'équation (12), 


où l’on remplace D(y) par sa valeur précédente; on trouve ainsi 


Lie 9 d HEC DU 


420. Remarque. — La méthode des n° 417-418 permet de 
trouver, si elle existe, la solution, z, d’un système de deux équa- 


tions du type 


(14) Etc 22%0 7) — 0, EEE D T0 
> et q désignant 2e ne 
P q« DO 0x 0Y 


Car en résolvant ces deux équations en petg,ona 
p=X(x,7, z), g=Y(2,7, 3 ), 


et l’on est ramené au système (2) trailé plus haut. 


Si les deux équations (14) ne pouvaient être résolues en p et g, 


c'est qu'en tirant p de la première et portant dans la seconde, 
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on réduirait celle-ci à une équation 
V(x, JA z) = O, 


indépendante de g. On examinera alors si la fonction 5, définie 
par cette équation, vérifie le système (14), et, selon le résultat du 
calcul, le système aura ou n’aura pas de solution. 


IV. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES. 


421. Ce sont les équations de la forme 
(1) JL, 3 33 Pr )= 0, 
= , ec . 
en posant, pour simplifier l'écriture, 


03 03 


= — TT = —0s 
P? 0x” 1 OV 
Lagrange a donné, pour intégrer l’équation (1), une méthode 
extrêmement remarquable. 
On suppose connue, et nous verrons plus loin le moyen de 
l’obtenir, ce qu’on appelle une solution ou intégrale complète, 


c’est-à-dire une relation entre x, y, 3 et deux constantes arbi- 
e < re 
traires, « el D, 


(2) P(>, ŸJ'» 3: %; 6)='0, 


telle que la fonction 3 définie par cette relation soit une solution 
de la proposée (1), quelles que soient les valeurs des constantes 
DECO 

Une telle fonction ® étant connue, on peut en déduire l’équa- 
uon différentielle (1): car on a, en dérivant (2) par rapport aux 
variables indépendantes x, y, 
(3) | - que . GNT 


0 op 
( iQ be 
5) 0Y T3 
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et, en éliminant & et 8 entre (2), (3) et (4), on arrive à une rela- 
uon 


(5) F(x, y, 3,P, 4)=0, 


que je dis être identique à la proposée (1). Car, s'il en était 
autrement, entre les relations (1) et (5), que vérifie la fonction 3, 
de +, y, définie par (2), éliminons g : nous obtenons une rela- 
ton 

HEURES Di 0, 


vérifiée par celle même fonction. Or, en choisissant conve- 
nablement & et $ dans (2), on peut faire en sorte que, pour 


1 Oz ; MAR A 
æet y donnés, z et sr Ou P, aient des valeurs arbitraires (!):1lne 
É Y/2 


(1) Voici comment on peut rendre ce point rigoureux. Résolvons l'équation (2) 
par rapport à 8 


(2 bis) SMTP IS 0) 
Je dis d’abord que l’une au moins des dérivées partielles Ee TS 4e contient &. 
Car on a identiquement 
DE 09 0 92 
2 = — dx + — d ds + —d 
DE Gr D dy CON AT TES EME nt 


d’où (Tome I, n° 328), 


XF 92 , AP, x ; 
oO — 29 SE j° (7) dy + ' (5) dz + f CA CARRIER EE 
; 0x Le \0Y 0 / 0 03 00 0 0x 


0 0 
MOT MOT are r, 
et si —=, —©, © ne contiennent pas 4, on voit que x ne figure dans Ÿ qu’au 
0x 0Y 03 


dernier terme, de sorte que © = fonct.(æ, y,3)+ Y(x). L’équation (2 bis) s'écrit 
alors 


8—d(x)— fonct.(æ, ÿFs 3); 


et elle ne renferme en réalité qu'une seule constante, 3 — Y(x), ce qui est con- 
traire à l'hypothèse. 
: d! 09 CARTE tu 
Cela posé supposons que LE ou se contienne œ; je dis qu’en choisissant con- 
venablement x et 8 dans (2 bis) on peut faire en sorte que, pour + et y donnés, 
z et p aient des valeurs arbitraires. Dérivons en effet (2 bis) par rapport à æ; il 
vient 


CET AA 
Re 
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saurait donc exister de relation entre x, y, 3, p; d’où la nécessité 
que les équations (1) et (5) soient les mêmes. 


422. Mode d'intégration. — Voici maintenant comment La- 
grange déduit de l’intégrale complète d—o toutes les solutions de 
Ja proposée (1). 

L’équation (1) étant, comme on vient de le voir, le résultat de 
l'élimination de «, 6 entre (2), (3) et (4), peut être remplacée 
par le système des trois équations (2), (3)et (4), où les inconnues 
sont z, «et 5 : en d’autres termes, intégrer (1) revient à trouver 
trois fonctions, z, à, 8, de x et y, vérifiant (2), (3) et (4). Or si 
l’on dérive (2) par rapport à x et y; et en considérant « et 
comme des fonctions de x et y, il vient 


db 0P , Ob 01, D 8 
0x Pos on 0x 06 0x 
3} 

A j0D 0 OP 02 0 0 | 

| 0Y 0300 2100 200 ÉD: 


0; 


équations qui, si l’on tient compte de (3) et (4), deviennent 


OP 02 0 08 


(bg Où 0x 0 0% 
OP 02  0P 08 


(7) 5h 


ETAIENT ER 


et le système des équations (2), (6) et (7) est évidemment équi- 
valent au système (2), (3) et (4) dont on l’a tiré : car (2) 
entraîne (2/) qui, si l’on tient compte de (6) et de (7), donne 
(ONE EN: 


ë EL Re ë 0 
Or les relations (6) et (5) sont linéaires et homogènes en — 
ou 


0P EAU 
el; deux cas sont donc à distinguer : 
PF 


équation d’où l’on peut tirer « en fonction de æ, y, z et p, puisque « y figure 
par hypothèse, L’équation (2 bis) donne ensuite £. 
: Op (EE 02 | 
Si « ne figure ni dans —= ni dans —;, il figure dans —; alors c’est p qu'il faut 
0x 03 0Y 
éliminer entre (1) et (5); on obtient ainsi une relation 


bia y, sig) = te, 


dont on démontre l’impossibilité comme ci-dessus. 
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4 s 0x 0 08 0: é 
1° Le déterminant _ AE xeRs _. n’est pas nul : les relations 


(6) et (7) donnent alors 


0P 0 


—— 0 
pl 1 
Jo 


02 
équations qui, jointes à (2), déterminent 3, & et B, et, par élimi- 
nation de & et 6, l’inconnue principale z. 

On obtient ainsi une solution, 3, de l'équation proposée, qui 
ne contient rien d’arbitraire; c’est ce que Lagrange appelle la 
solution ou intégrale singulière. 


2° Si le déterminant (Jacobien) Sara Us L n est nul, cela 


exprime (Cours de 1° année, n° 51) qu'il existe une relation 


entre « et $, 
(8) = (a), 


© étant une fonction de &, quelconque d’ailleurs. Introduisons 
cette hypothèse dans les équations (6) et (5), celles-ci deviennent 


Ou [ 0P 0P: 
BE BAT 0 ee 03 


ox 
| DO AE eine 


auxquelles on peut satisfaire de deux manières : 


a. En posant 


OZ 02 NN 
— = — —=0, d'où Hé COTISL: 

0x  0y 

et, en vertu de (8), $ — const.; on retrouve ainsi l'intégrale com- 


plète P(x, y, z, a, B)— 0, dont-on est parti. 


b. En posant 
4 Re ne 
9) 14 op 10. 


Les inconnues 5, &, sont alors déterminées par les trois équa- 


tions (2), (8), (9) 


op 0P , 
De PE DATE de 2 P=œ(a), 
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où © désigne une fonction arbitraire. F’élimination théorique 
de « et $ donnerait une solution, 3, dépendant d’une fonction 
arbitraire; c’est cette solution que Lagrange appelle so/ution ou 
intégrale générale. 

Le problème de déduire d’une intégrale complète toutes Îles 
autres intégrales est ainsi complètement résolu. 


423. Interprétation géométrique. — L'intégrale complète 
P(r,y,2, 4, P) = 0; 


où à et 6 sont des constantes, représente, en +, y, 3, une surface; 
en faisant varier et $, on obtientune double infinité de surfaces, 
qui sont toutes, par hypothèse, des surfaces intégrales de l’équa- 
tion proposée (1). 

L'intégrale singulière, surface obtenue en éliminant & et $ entre 


0 ” 0 


2 ON) 05 


DD, F0, 

est l’enveloppe de ces surfaces, chaque enveloppée touchant 
l'enveloppe en un nombre limité de points (Tome I, n° 363). Par 
exemple si les surfaces ® = o sont des plans, l'intégrale singulière 
est la surface, S, que touchent tous ces plans, chaque plan tou- 
chant l’enveloppe en un seul point. 

On obtient l'intégrale générale en considérant dans la série 
doublement infinie des surfaces ® —o une série quelconque, 
simplement infinie [ce qu’on fait en établissant entre « et 6 une 
relation quelconque, $ = +(x)] et en prenant l’enveloppe des 
surfaces (à un paramètre) ainsi déterminées. En effet les équa- 


LA ra 


tions qui définissent l’intégrale générale 


ob 0P 
(eo) A === =D — NERO U ee 
(T, ÿ, 4, a, B)= 0, p = px), Fe ou 03 p(a) | 0, 
donnent, par l’élimination de B, 
0  ôd ,: 
P[x, y: Z, 4, p(a)]—= 0, De LEA 


Or la seconde équation a pour premier membre la dérivée de 
fx, y, 3, a, ®(a)] par rapport à &; l’élimination de & entre les 
deux dernières relations donne donc l'enveloppe des surfaces 


à 
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P[x,y,s, a, w(a)|— 0, ce qui démontre la proposition. Les 
enveloppées considérées touchent alors leur enveloppe tout le 
long d'une ligne (caractéristique). 


424. Exemple. — Si les surfaces ® sont les plans tangents 
d’une surface S, l’intégrale générale est l'enveloppe d’une série 
simplement infinie de ces plans, c’est-à-dire une surface dévelop- 
pable, quelconque d’ailleurs, circonserite à S. 


Autre exemple. — Les surfaces ® — 0 sont des sphères de 
rayon donné .R, ayant leurs centres dans un plan II : l'intégrale 
singulière, enveloppe de toutes ces surfaces, est l’ensemble des 
deux plans parallèles au plan IT, situés à une distance R de 
celui-ci; l’intégrale générale est une surface-canal, enveloppe des 
sphères de la série dont les centres décrivent une ligne quel- 
conque du plan Il; chacune des sphères de la série touche cette 
enveloppe le long d’un grand cercle. 


425. En résumé, l'intégrale singulière est l’enveloppe des sur- 
faces, en nombre doublement infini, représentées par l'intégrale 
complète, chaque surface touchant l'enveloppe en un nombre 
limité de points; l'intégrale générale est l’enveloppe d’une série 
simplement infinie de ces surfaces, chacune de ces enveloppées 
touchant l’enveloppe le long d’une ligne. C’est le choix arbitraire 
de la série simplement infinie qui introduit, dans l'intégrale géné- 
rale, une fonction arbitraire. 


426. Remarques. — 1° Il était évident &« priori que l’enve- 
loppe de toutes les surfaces ® —o, ou d’une infinité simple 
d’entre elles, serait une solution de la proposée f(x, y,3, p,q)=0, 
car, en un quelconque de ses points, l’une ou l’autre enveloppe 
touche une des surfaces D, de sorte qu’en ce point x, y, 5, p, q 
sont les mêmes pour l’enveloppe et pour la surface ® : celle-ci 
vérifiant la proposée, il en est de même de l'enveloppe. 

2° L'intégrale singulière est l’enveloppe, non seulement des 
surfaces ® — 0, qui répondent à l’intégrale complète considérée, 
mais de toutes les surfaces données par l’intégrale générale, Cela 
résulte de ce théorème de Géométrie facile à établir : Soit une 
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infinité simple de surfaces ®', dont chacune touche, en un ou 
plusieurs points, &j, 2, +++, une surface S ; l'enveloppe des sur- 
faces D’ touche S le long d’une ligne qui est le lieu des points 
Li I ER 

3° Il ya une infinité d'intégrales complètes; on les obtient en 
prenant pour #(4) une fonction renfermant deux constantes arbi- 
traires. Elles sont donc comprises, comme cas particuliers, dans 
l'intégrale générale. 

4 La solution singulière, S, reste la même quelle que soit 
l'intégrale complète dont on parte : car, d’après 2°, elle est aussi 
l'enveloppe des surfaces correspondant à l'intégrale générale, ce 
qui la définit complètement. 


427. Au point de vue analytique, la solution, 3, de l'équation 
différentielle ne peut être effectivement obtenue sous sa forme 
générale, puisqu'il faudrait, pour l'obtenir, éliminer « et 5 entre 


ip  0P, 
P=0, = (2), ce AN NC 
ou, encore, éliminer « entre 
(10) Dr 0%; 0,100) "0 et De—0; 


ce qui est impossible tant que l’on ne particularise pas la fonction 
arbitraire ©. On ne peut donc représenter l’intégrale générale 
par une seule équation; il faut les deux équations (10), qui 
définissent à la fois l’inconnue cherchée 3, et une inconnue auxi- 
liaire . 

Mais, au point de vue géométrique, on peut représenter para- 
métriquement la surface intégrale générale, et cela d’une manière 
explicite. Tirons en effet des deux équations (10) les valeurs de 
deux des coordonnées) 0 par exemple ess etAieRs RECe 
calcul est possible théoriquement, puisque ni æ,n1iY7, ni z nesont 
engagés sous le signe de la fonction arbitraire ©. On aura ainsi 


1 Fi[x, Z; (x), p'(æ)], PES F[x, Z, p(x), D'(a)], 


et, en y Joignant l’équation x = x, on aura +, y et 3 exprimés en 
fonction de deux paramètres, x eta, ce qui définit la surface inté- 
grale générale. Nous verrons une application de cette remarque 


au n° 437. 
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428. Remarques. — On peut aisément, quand on connaît une 
intégrale générale complète, D — o, obtenir la surface intégrale 
qui passe par une courbe donnée; il suffit pour cela de prendre 
les surfaces D(x, y, 3, 4, 8)— 6 qui touchent cette courbe; elles 
sont en nombre simplement infini, et leur enveloppe est une sur- 
face intégrale qui, évidemment, contient la courbe (!). 

De même l'enveloppe des surfaces D(x, y, z, «x, B)—0o qui 
touchent une surface donnée, Ÿ, est une surface intégrale cir- 
conscrile à X. 


429. Détermination d’une intégrale complète de f(x, y,3,p,q)=0. 
— D'après la théorie qui précède, l'intégration de l’équation 


(1) TARATE re Z;, Pig)=0 


se ramène à la détermination d’une intégrale complète, c’est- 
à-dire contenant deux constantes arbitraires. 

À cet effet, cherchons à adjoindre à l'équation (1) une équation 
du même type, renfermant une constante arbitraire, 4, 


(2) p(T, ÿ; 3, P;,94)=0,; 


et telle que le système des deux équations (1) et (2) admette 
une solution z, dépendant d’une constante arbitraire, $ : cette 


(1) Je dis en effet que si des surfaces D, en nombre simplement infini, touchent 
une courbe C, leur enveloppe contient cette courbe. Car, dire qu’une surface 
touche C, c’est dire qu’elle coupe C en deux points infiniment voisins m et m'; 
de mème, une surface D’, voisine de D, coupe C en m' (Jig. 91), et en un point 


Fig. 91. 


voisin, mn". Le point m' est donc commun à et à D’,et, en passant à la limite, 
on voit que la surface D est coupée par la surface infiniment voisine suivant une 
ligne qui passe par mn. Or l’enveloppe des surfaces D est le lieu des lignes suivant 
lesquelles chacune d’elles est coupée par la surface infiniment voisine de la série; 
ce lieu contient donc le lieu du point mn, c’est-à-dire la courbe C. 
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fonction z, contenant les constantes à et $, sera dès lors une inté- 
grale complète de (1). 

Or, pour que le système (1), (2) admette une solution 3, ren- 
fermant une constante, il faut et il suffit (n°% 420 et 417) que, 
p et g étant tirés de (1) et (2) sous la forme 


p = X(%,ÿ,2), q = Y(x, y, 3), 


les fonctions X et Y vérifient identiquement la condition d’inté- 
grabilité du n° 417, qui est, en écrivant p et q à la place de X et Y, 


(3) LE 4 Lg TT 


Formons, en partant des équations (1) et (2), qui définissent 


Ne chi - : , 
p et g, les dérivées D de 0 ee UE figurent dans (3): ce sont, 


par définition, les dérivées partielles de p et de q quand on 
regarde ces quantités comme fonctuons des variables x, y, z, sup- 
posées indépendantes. 

En dérivant par rapport à x les deux équations (1) et (2), on a 


op. of 4 
0œ ODIOL IL OU NO CNE 


1 


09 d® 0p 09 04/4 
0æ op Gr OGCOT SR 


d’où l’on tire 


0x of 0 of d 


On trouverait de même, en dérivant (1) et (2) par rapport à y, 


puis par rapport à z, 


of do of 0e 

Op ___ 0 0q _0q 0y 

y d dd 

0p 0q  0q 0p 
of dp of d% Of dp _ 0f d 
Op _ 0304  0q ds 0qg 03 0p op 03 
03 Of 0 Of 0” 03 Of do of 
0p 0g  0q 0p Op 0  0q op 


et, si l’on porte ces valeurs dans la condition d’intégrabilité (3), 
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celle-ci devient 


Of (Le LE Of de 


4) Ôp 0œ 0q 0Y Pop + 7 0q 
1 
; (S Of \ do of Of \ do 
| —( 0x +) (+ SE) je = 0 


Elle doit être (n° 417-418) identiquement vérifiée en x, y, = 
quand on y a remplacé p et qg par leurs valeurs en +, y, 3 tirées 
de (1)et (2). À fortioré, la condition d’intégrabilité sera satisfaite 
si l'équation (4) est une identité en x, y, z, p, q. À ce point de 
vue cette équation est une équation linéaire sans second membre, 
par rapport aux dérivées de la fonction inconnue ®, les variables 
indépendantes étant æ, y, 3, p, g; et 1l résulte de notre analyse 
que, si © est une-solution quelconque de (4), le système 
120,2, P;q)—0, 9 (@,)Y,2,p, g)=0admellra une solution; 
dépendant d’une constante arbitraire, 8 (n° 418). 

Pour obtenir ainsi une intégrale complète de f(x, y, :, p, g)=0: 
il suffira donc de trouver une solution, ©, de (4), contenant une 
constante arbitraire, &. Or l'intégration de l’équation (4), où les 
variables indépendantes sont x, y, 3, p, q, Se ramène à celle du 
système auxiliaire d'ordre quatre 


+ d.c dy dz —_Gh — d 
(5) Se £ 1 


PONT C onT a 
Op 0q Op 0q 0x 03  0y 03 


et, Si @1, %2, ©3, ©; Sont quatre intégrales premières distinctes de 


ce système, l'intégrale générale, o, Vi l'équation (4) est 
(6) 9 = FC, Pas Ps, Pi), 


F étant une fonction arbitraire. Si donc on a trouvé une seule 
intégrale première-du système (5), ©1(x, y, 3, p,q)= const., une 
solution particulière o, de (4), sera, en vertu de (6), 


0 — 1 " 
D2=D+ 4, 


œ désignant une constante arbitraire. 


Avec cette valeur de ©, le système. (1), (2) sera 
(7) Î(& V1 3, P; 4)=0, (2, Y, 2, P,{)+a=o, 


et admettra, comme on l’a dit plus haut, une solution 
H. — II. 


. 
z, quon 


9 
20 
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trouvera par la méthode du n° 418, qui renfermera une nouvelle 
constante, $, et sera dès lors une intégrale complète de l’équation 


proposée (1). 


430. Remarque. — On peut observer que © = f(x, y, 5, p, q) 
vérifie identiquement l’équation (4), ce qui prouve (n° 408), que 
f=—= const. est une intégrale première du système (5). C’est une 
autre intégrale première de ce système qu'il faut trouver, car 
l'hypothèse ©, — f introduite dans (5) conduirait à une absurdité, 
si 4Z0, ou à une indétlermination, si 4 —0. Toutefois la con- 
naissance de l’intégrale première f = 0 permet d’abaisser d’une 
unité l’ordre du système (5), (n° 329), c’est-à-dire de le ramener 
au troisième ordre. Cette remarque donne la mesure de la 
difficulté du problème; on voit ainsi que lintégration de l’équa- 
Lion f(x, y, 3, p,q)—= 0 se ramène à la recherche d’une intégrale 
première d’un système canonique d'ordre trois, qu’on fera suivre 
de l'intégration d’une équation différentielle du premier ordre 
(n° 428) pour déterminer la solution du système (5). 


431. Cas de l'équation f(x, y, p, g). — Si l'équation pro- 
posée (1) ne contient pas l’inconnue 3, c’est-à-dire si elle est du type 


J(X, J: P; 4)=0, 
on cherchera une fonction ©, de même forme, telle que les deux 
équalions 
(6) J(&, ÿ, P; 9)=0, 2(, JP, q4)=0 


donnent, pour p et q, deux fonctions de x et de y pouvant être 
les dérivées partielles, par rapport à æ et y, d’une même fonc- 


on 5. Il faut pour cela (Tome [, n°327) que RPAAE c’est-à-dire, 
OV 0x 
: Op 0q ee A . , 4 » 
en urant dy ele des équations (8), qu'on ait 


Of A do of do Of, Op 


w PE 0j Y Ep 


Si donc w,(x, y, p,q)=— const. est une intégrale première du 


système 
dx dy — dp — dgq 


(10) er el io 


Gr). (5) : Ge) 


CE Az. ‘à 


L 
. 
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les deux équations 


FL: F3 P1 9) =0; P1(T, Y, D g)+a=0 


VU : Op ROUTE 
définiront deux fonctions, p et q, de x et y, telles que — RE 


La fonction z, dont les dérivées partielles sont p et g, vérifiera 


d’après cela l’équation proposée f(x, y, p,q)—= 0, et sera donnée 
par la formule (Tome I, n° 327) 


x Y 
(1) s= f panar+ [ aturd+e: 
VX Yo 
CeMsert donc unétintésrale complete de (x; Y, np, g)—0, 
puisqu'elle dépend des deux constantes arbitraires «& et 6. 

Le cas particulier examiné ici est plus simple que le cas général 
en ce que, la fonction v, étant obtenue, on n’a, pour trouver 3, 
qu'à effectuer les deux quadratures (11), au lieu d’avoir à intégrer 
une équation différentielle du premier ordre. 

D'ailleurs les équations (9) et (10) sont comprises dans les 
équations (4) et (5) du cas général. 


432. Exemple. — Soit à intégrer l’équation 
 pa+gyr=fi(p q) 

Les deux dernières équations du système (10) donnent 
d _ q 


À \ 
) d’où HRERUT LE 


ce qui est une intégrale première de (10). Portant la valeur (TILL 
dans la proposée, on en tirera p en fonction de x, y, «; on en 
déduira g, qui est égal à &p, puis une intégrale complète 3, par 
le procédé ci-dessus. 

Si par exemple la proposée est 


PAR P TS 
On aura 


= =(t+ay), q=%T+aY, 


I 


P 
= f |: (@+ay) de +(a+ay)dy | 
ae 


LCe+ap)des [7 ay dy +, 
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c’est-à-dire, tous calculs faits, 


A 


ÉpeR 2 
= OU CNSAE 
intégrale complète de la proposée. 


433. Gas particuliers divers. — Dans quelques cas, il est 
possible de découvrir directement, sans qu’il soit nécessaire d’ap- 
pliquer les méthodes générales, une intégrale complète de l’équa- 
tion Y(T,V; 5/0; 9)— 0 IN OIL ESC Ie 

1° L'inconnue z et l’une des variables +, ou y, manquent dans 
l'équation : si y manque, résolvons l'équation par rapport à p, 

p = %(Cr, 9); 
on voit de suite que si l’on pose 7 — «(x étant une constante), d’où 
: Se 0 0 . 

ae | : ? ee . NC PRET AU à 
p—=Ÿ{x, a), la condition d’intégrabilité, ar rl a salis- 
faite, ses deux membres étant nuls. On a donc une intégrale 


complète par la formule 
2 = fut, a)dx +ay + $. 


2° Si l'équation proposée peut se mettre sous la forme 


Ji(z, P)=f2(Y) q ); 
on posera 
Ji(æ, P)=f2(9, g)= 2, 


4 étant une constante arbitraire, d’où l’on tirera 
PERS) TENTE A) ; 
’ , 00 0q 
p étant une fonction de x seul, et g de y seul, la condition PE 
, v/ 


est encore satisfaite (ses deux membres étant nuls) et une intégrale 


complète de la proposée est 
s= faite 2) de + f ea(y, a) dy + 8. 


On peut appliquer ce procédé aux équations 


PI = 7, p+g?=x?+7y?, 
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en les écrivant 


3° Parfois on peut apercevoir immédiatement une intégrale 
complète; par exemple, dans le cas de l’équation de Clairaut 
généralisée 
3=pr+qy+Ÿ(p,gq) 
on a une intégrale complète en prenant 


z=ax+8y+v(a, p), 


æ et $ étant deux constantes; car cette relation donne p =, 
q = À, et ces valeurs de 3, p, q vérifient bien la proposée. Les 
surfaces représentées par l'intégrale complète sont des plans, dont 
l'enveloppe s'obtient par l'élimination de et 6 entre 


ER ni NA en A CP RS LL EE re nt 


cette enveloppe est l'intégrale singulière; l'intégrale générale est 
une surface développable quelconque circonscrite à la précé- 
dente (n° 423). 

4° Une équation du type f(x, 3, p, q)—= 0, qui ne renferme 
pas l’une des variables indépendantes, ici y, se ramène au type 
f(æ,7, p, g)=0 du n° 431, si l’on prend y pour inconnue, x et z 
pour variables indépendantes. 


La relation 


dz = p dx + q dy, ou d CT ENT es 
| / Go ch q q 
donne en effet 
() 
0 0 ; 
nr eue ar 


ÉTRRTSS 
© © 
DH R- 
7 
se 


et ne contient pas l’inconnue y. | CHOC F0. 
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V. — ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR 
AU PREMIER. 


434. On se bornera à donner quelques exemples d'intégration 
d'équations aux dérivées partielles du second ordre : l’intégrale 
générale d’une telle équation contient (n° 405) deux fonctions 
arbitraires. 


435. IT peut arriver que tous les termes de l’équation soient 
des dérivées exactes par rapport à l’une des variables; soit par 
exemple l'équation 

023 03 
070Y — 0x? 


on en tirera de suite, en intégrant les deux membres par rapport 
à Z, 

0z 
w(y) étant une fonction arbitraire de y (car la constante d’inté- 
gration ne doit être constante que par rapport à æ). On est ainsi 
ramené à une équation du premier ordre linéaire par rapport aux 
dérivées partielles, et à laquelle s'applique la méthode générale 


du n° 4192. 


436. Si, dans l’équation différentielle proposée, il n’entre que 
des dérivées prises par rapport à l’une des variables, on regardera 
les autres variables comme des constantes et l’on aura à intégrer 
une équation différentielle ordinaire à une inconnue et à une 
variable; seulement on aura soin de remplacer les constantes 
introduites dans l'intégration par des fonctions arbitraires des 
variables regardées comme constantes. Soit, par exemple, l’équa- 
on 


en y regardant æ comme constant, c’est une équation linéaire, à 
coefficients constants, sans second membre. L’équation caracté- 
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ristique (n° 390) est ici 


S?—3xsS+92T?= 0, 


ses racines sont s— x et s— 2%. L'intégrale générale est donc 


5 — C1e7) 6 C5 E2xY; 


C1 et C2 élant des fonctions arbitraires de x. 


437. Donnons une application géométrique de ces considéra- 


tions. 


ProszÈme. — Trouver les surfaces sur lesquelles les lignes de 
courbure d’un système sont situées dans des plans parallèles. 


Soit 3 — f(x, y) la surface cherchée; posons comme d’ordi- 
00 oO? 3 7. ; ns : À 
naire D, +, 5 3; l'équation différentielle des lignes 


de courbure est (Tome I, n°431) 
dy\? d 
(&) Lpgt—s(+g + TG pr) gt)rl+s (+ pt) pqr=0. 


Si nous prenons pour plan des +3 un plan parallèle à ceux des 
lignes de courbure du système considéré, l’équation ci-dessus 
devra être vérifiée pour y = const., dy — 0, c’est-à-dire que l’on 
aura, pour déterminer z, l’équation aux dérivées partielles du 


second ordre 


(1) s(i+p?)—pqr=o, 
qu’on peut écrire 
pr s Î OT ox 
RE 9 ou ms te , 
Den COR 1 + p° q 


0 Dane à 
Car 7° — D $ — _ Sous cette dernière forme les deux membres 


de l'équation différentielle sont des dérivées exactes par rapport 
à æ (n° 435); intégrons, il vient 


L 
: log(i1+ p?)+ const.= logg, 


la constante étant une fonction arbitraire de y, que nous désigne- 
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rons par loge/(y). On a ainsi 
(2) g=Vi+pe (y), 


équation aux dérivées partielles du premier ordre quine renferme 
nis niæ. On aura donc une intégrale complète (n° 433, 1°) en 
posant 


pP = 4%; d’où q —= Vi + 4 DV), 


3. étant une constante, ce qui donne 
s= [de + qd) ae +R 00+8, 


intégrale complète avec les deux constantes arbitraires à et £. 

L'intégrale générale de (2), c’est-à-dire la surface cherchée, 
s'obtiendra donc, suivant la méthode de Lagrange, par l’élimi- 
nation du paramètre & entre les deux équations 


3=am+yi+ao(y)+V(a), 


L(x) étant une fonction arbitraire du paramètre &. On peut, pour 
obtenir une représentation paramétrique de la surface cherchée 
(n° 427), résoudre ces deux équations par rapport à x et à 5, ce 
qui donne 


TXT = — 


To (M) ba, 


I 4 “ À 
SuNT res p(y)+Y(a)— ay (ax). 


a 
En y joignant 
= 


on a trois équations qui définissent les coordonnées d’un point 
de la surface cherchée en fonction de deux paramètres « el y, et 
où © et Ÿ sont deux fonctions arbitraires. 

On peut simplifier cette représentation paramétrique en posant 


GP), MUC ENNET EPL) 


F étant évidemment une fonction arbitraire, puisque o l’est. 


[en 
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On a ainsi 


œ 
D = — ———©u— Ÿ%'(x), 
Vi + «2 


— Fu), 


SD 
h : 


u 
= er Y(a)—awpi(a), 
I + &? 


LR 


les deux paramètres sont maintenant & et w; K et Ÿ sont les deux 
fonctions arbitraires qui doivent figurer dans l'équation générale 
des surfaces cherchées, puisque celles-ci dépendent d’une équa- 
tion aux dérivées partielles (1) du second ordre. 


O4 son CRD D, 
are Lé\. re RER 
A = PORT x Al À 
« Û V ed y fn . * ur L f 

F3 vue : pe L 

ve ; A 
C0 

ù L 
" È - 

= L 
LI 
v : 

A 


EXERCICES 


SUR LA THÉORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES 
ET LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Exercice I. — Za fonction o(3:) étant méromorphe dans tout le 
plan, quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
2 or _ 
l’intégrale 1(:), 


I(3)= [ gCu) du, 


° 
soit fonction uniforme de 3 dans tout le plan. 


La valeur la plus générale de 1(2:), quand on déforme la ligne d’in- 
tégration, est obtenue (n°* 151-152) en ajoutant à l'intégrale U, prise 
le long du segment rectiligne 3,z, la valeur de l'intégrale prise le 
long d’un nombre quelconque de lacets. Or (n°5 153-154) l'intégrale 

5 q q D 
le long du lacet relatif à un pôle «a de w(z3) est égale (dans le sens 
O P Î [e) 
positif) à 2x7cA, À désignant le résidu correspondant; on a donc fina- 
lement 
I(z)=U +ori(miAi+ MmiA2+...), 


A; étant le résidu de #(:) relatif au pôle a;, et m; un entier quel- 
conque, positif, négatif ou nul. Donc, pour que I(z) n'ait qu’une 
valeur pour une valeur donnée de 5, él faut et il suffit que tous les 
résidus, À;, de w(z) soient nuls. 

Cela exige, en particulier, que tous les pôles de (3) soient d’un 
ordre de multiplicité supérieur à 1. 

Si les conditions précédentes sont vérifiées, I(3) est non seulement 
uniforme, mais méromorphe dans tout le plan. En effet ses seuls points 
critiques possibles sont (n° 110) les pôles de v(3); autour de l’un 
d’eux, a, on a d’ailleurs (n° 131), puisque le résidu est nul, 

p(3) = nn. ++ Re -V(z), 


(3— a)" (z— 4)? 
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EN 
SI 


(2) étant holomorphe aux environs de a, et l’on en conclut 


M | B 5 
I(3) = — . — x + const. fl V(z) dz, 


R—I(3—a)t Z3— a 


ce qui montre que a, pôle d'ordre x de (3), est, pour 1(3), un pdle 
d'ordre 7 — 1. 


‘ | Z 
ere du 
Exemples. — 1° L'intégrale 18 — 


RC fonction uniforme de 3. 
SIn< & 


e Ed" 
En effet, les pôles de w(:) sont les zéros de sins, c'est-à-dire les 
points z— 7. Pour avoir le résidu correspondant, posons 3=X7+1; 
il vient 


Li il I I | 


sin?(Ær+é)  sin?é : ta cs 2. 4? £2 ii 2 
— — +... I— — +... 
ee SE 


il 


DA a ER EE TEE 


car le développement ne contient que des puissances paires de 4. Le 
résidu est donc nul, ce qui établit la proposition. On à d’ailleurs 


5 du à 
f = — (cotz — cotzo). } 
Z0 


directement 


sin? 4 


æ 


29 L'intégrale 11 p'u du est aussi une fonction uniforme de = 
30 


(x entier positif); car autour du pôle u — 0, par exemple, le dévelop- 
pement de pu, fonction paire, ne rerferme pas de puissances im- 


. I IQ 
paires de w, donc pas de terme en set le résidu correspondant est 


nul. (Voir à ce sujet l’'Exercice IX.) 


Exercice II. — Dans les mémes hypothèses, quelles sont les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction F(z), 


Q(u) du 
Ce , 


VERRE Ml 
soit fonction uniforme de 3 dans tout le plan? 
En vertu de ce qui précède, on a, pour la valeur la plus générale 


de F(z), 


FC) == eU+?2mitmiAi+maAs+..) 


EXERCICES. 497 
et, pour que le second membre ait une valeur unique, & faut et il 
suffit évidemment que tous les résidus, À;, de w(z) soient des entiers 
positifs, négatifs ou nuls. 
S'il en est ainsi, on reconnaît, comme plus haut, qu’autour d’un 
pôle a, d'ordre x, devw(z),ona 


| LT M B 
= eee encens 7 et _— f, ] (AE nt Z 
Jf o(u) du PE Con rs \log( a) Ya) 


"0 


d’où 


À À - p\ 
SAT Er. (Ts — { 3 0 À : 
Ps) — D DU vues a) + ÿ(5) = (z— a} La ont 00 UT L 


et il en résulte (n° 100, 3°) que le point «a est, pour F(3), un point 
singulier essentiel lorsque 7 est supérieur à 1. Si x —7+, c’est un pôle 
ou un zéro, selon que le résidu À est négatif ou positif. 

Dès lors, si l’on veut que F(:) soit non seulement uniforme, mais 
méromorphe, il faut et il suffit que tous les pôles de &(z) soient 
simples et que les résidus correspondants soient entiers. Pour que 
F(3) soit holomorphe, il faut et il suffit de plus que ces entiers soient 
positifs, 

1 


—_ 111 étant une Constante 
COS z + A 


Exemples. — 1° Soit e(3) — 
peut-on déterminer À de manière que F(3) soit uniforme dans tout le 
plan? 

Soit a un pôle de #(3); le résidu correspondant est ———— 

LS LICE 
— 1 


ARTE 
entier 2, nous avons 


» puisque cosa + } — 0. En exprimant qu'il est égal à un 


a 
tn =" ou k = + Vr L 
+ 
n? n 


* 


relation indépendante du pôle considéré. Donc, si a une valeur de 
cette forme, la fonction F(:) est uniforme; elle est de plus méro- 
morphe, car (étant exclu le cas de À—Æ#1, c’est-à-dire 7 —) les 
pôles de #(3) sont simples. | 

2 Soit o(z) — ps; les pôles sont doubles et les résidus nuls : donc 
F(:) est, dans tout le plan, une fonction uniforme de 3, qui admet 
les pôles de ps comme points singuliers essentiels. 


Exercice III. — La fonction o(:) étant méromorphe dans tout le 
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plan, quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
_ 02 . . ? 
Vz(s) soit uniforme: 


Les seuls points critiques possibles de W#(z) sont (n° 100, Re- 
marque) les zéros et les pôles de v(:); autour de l’un d'eux, &, on a 


2(3)=(s—a)" (2), 


(3) n'étant ni nul ni infini pour 5 = a. Donc 


et, comme f/L(3) est holomorphe autour de à, il fautetil suffit, pour 
ee Ne : : TTL ; : 
que VY(3) soit uniforme autour de ce point, que 7, soil entier, c'est- 


à-dire que »2 soit pair. 

Donc, tous les zéros et tous les pôles de #(z) doivent étre d'ordre 
pair. S'il en est ainsi, il est clair que Ve(z) est méromorphe dans tout 
le plan. 


Exemples. — 1° Soit 9(3) —1— cos : cette fonction n’a pas de 
pôles; ses zéros sont 3 — 2k7r; chacun d’eux est double, car la déri- 
vée sinz s’y annule, et la dérivée seconde cosz ne s’y annule pas. 


Donc V/1— cos est une fonction uniforme dans tout le plan : c’est 
une fonction holomorphe, car elle n’a pas de pôles. Effectivement, la 


Trigonométrie montre que cette fonction est égale à ÿ/2 sin —- 
D, 


29 Soit w(z) — pz+Ah; peut-on déterminer la constante À de ma- 


nière que Vw(z) soit uniforme dans tout le plan? 

Les pôles de ps + À sont ceux de p3 et sont doubles; il suffit donc 
que les zéros soient aussi d'ordre pair. Soit & l’un d’eux : s'il est 
multiple, il ne peut être que double, puisque p3 + À est une fonction 
elliptique d'ordre deux ; il doit donc annuler simultanément ps + 
et p'3, c'est-à-dire qu’on a 


pas) d’où a = wWy+ période 
et 


R=—pa——ey. 


Les valeurs cherchées de À sont donc les quantités — e,, — e;, — es. 
On a d’ailleurs reconnu directement (n°s 200-201) que les radicaux 


Vpz—e; sont bien des fonctions méromorphes de z dans tout le 
plan. 
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Exercice IV. — Calculer l'intégrale réelle 
2T 
dx - 
= f TA CÉTECRELE ATX 


Faisons le changement de variable 
eil— u; 


lorsque æ va, par valeurs réelles, de o à 27, le point w décrit évidem- 
ment, dans son plan, une circonférence C, ayant pour centre l’origine 
1 du 


et pour rayon 1. On a donc, puisque dx = - —; 
ÿ CN 2 
ï f I du 2 fl du 
A TON it I \ ot Je, u'+a2hu+i 
CHOSE ( — + — —+ k) 
30 au 


Le trinome u?+ 2 hu +1 a une seule racine, u,—— + Vh?—1, 
comprise à l’intérieur de C, c’est-à-dire de module inférieur à 1; le 


’ . Û ] 
résidu correspondant de la fonction ————— est 
u?+—92hu+i1 


Li [l 
PRES 1 ou a 
D (Ho) 2VR?2—1i 


On a donc, par le théorème des résidus, 
9 
I 16 dx 2 I 2T 
— ann ne 0 
Qu COST A d oh? 1 hi: 


Exercice V. — /ntégrer la fonction -ez le long du contour d’un 


I 
rectangle dont les côtés, parallèles aux axes, ont pour équations 
T0 æ —=—), D NN M Ch): 


en faisant tendir'e À vers + «. 


É . CR I px. 
Si a < 0, le rectangle ne comprend aucun point critique de Ze, et 


l'intégrale est nulle; si « > 0, le rectangle comprend le pôle 3 —0; le 
résidu correspondant étant +1, l’intégrale, prise dans le sens posi- 
if, est 2Tc. 

Je dis maintenant que l'intégrale le long de chacun des trois der- 
niers côtés tend vers zéro pour À infini. 
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Car : 
0 Le long du côtéxæ ——À,ona 
3 =— À + ty 
et ) à 
I L eT» és 
mod - e = mod US Te 
ee RC CLS Vi + y? 
comme la longueur du côté est 2x, l'intégrale correspondante a son 
re NID Le a + 
module inférieur à 22 Fr? où 267, quantité nulle, pour À — oo. 


29 Le long du côté y =Æ+),ona 


et 


mod - e= 


ti | — 


ER Tease. TT — 3 
Vzr?+ à? À 


d’où, pour l'intégrale correspondante I, 


quantité qui tend bien vers zéro pour À infini. 

L'intégrale Le long du contour se réduit donc à l’intégrale le long 
du premier côté æ— a; le long de ce côté, ona z—a<+iy, dz—=idy, 
et dès lors, par ce qui précède, 


PTT | 2TL si A0: 
fee DES 
Pr 156 si a < 0. 


En multipliant le numérateur et le dénominateur de la fonction sous 


le signe Î par a—iy, et égalant les parties imaginaires dans les 


deux membres, on a 


T°  arosy +ysiny 2% Si ao, 
% ‘ 


ay" 


NO si FA EUER 


© — © 


équations qu’on peut écrire, en mettant le signe de a en évidence, 


dY=10: 


e 


+ co . —+ 00 . 
A ME à 1 2 Du — a COSY + y SIn y 
a+ y? LÉ ; Fe a+ y? 


Finalement, par addition et soustraction, on trouve les formules 


T® cosy rer 
af Laye f M gyeres (a>o) 
SUN GER ME es À A MESSE 


CSN CN CS D D TE 
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Exercice VI. — £a fonction »(:) étant méromorphe dans tout le 
plan, la fonction f(u), 


J(u) = g(alogu), Fa=iconst) 
peut-elle étre uniforme dans tout le plan de la variable u? 


Les points critiques possibles de f(u) sont (n° 100, Remarque) le 
point &# —0, critique pour logu, et les points w;, où la valeur de 
a log u est celle d’un des pôles de o(3). 

En un de ces points w;, f(u) devient infinie, et son inverse reste 
évidemment holomorphe aux environs : le point considéré est donc un 
pôle de f(u). 

Le seul point de branchement possible pour f(u) est donc u — 0. 

Lorsque la variable w tourne une fois autour de ce point, dans le 
sens positif, alogu se reproduit, augmenté de 2axt, et la fonction 
y(alogu) devient o(alogu + 2art) : elle change donc, en général, 
de valeur, et le point & — o est un branchement. 

Pour qu’il en soit autrement, il faut et il suffit que l'on ait 


o(alogu) =vo(alogu +2ari), 


quel que soit w, c’est-à-dire que la fonction (3) admette la période 
2aTk. 

Si donc +(3) admet une période 2w, et si a est égal à w : z£, la fonc- 
on vy(alogu) sera uniforme dans tout le plan de la variable w; le 
point u — 0 sera pour elle un point singulier essentiel. 

Par exemple, la fonction F(x), 


F(u)=p(alogu), 


M1 Li + Na Ua 


sera uniforme si a est égal à » M, et m, désignant deux 


TL 
entiers, quelconques d’ailleurs, et 2w,, 2w, étant les périodes de pz. 


Exercice VII. — Soient a;, &a:, ..., a, des quantités de somme 
nulle; exprimer rationnellement en pu et p'u la fonction ellip- 


tique 
S(U—a4a)S(u— a)... S(u—&n) 
G'E(7L) 


Soit F(x) cette fonction; son seul pôle (à des périodes près) étant 
uw = 0, et le résidu correspondant étant nécessairement nul, on à, par 
la formule d'Hermite, 


F(u) = A+ Ai pu +Aap'u +...+ A2 pu, 
HAEAIL 3: 
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les À désignant des constantes à déterminer. Or, en exprimant que 
F(u) s’annule pour u — 4, @, ..., 4y_1, on trouve évidemment 


HA pu DOLAN ET NET NE AT 
L >a >'a La see 


CCE Cole ee. 


! pi 
DPDAr-AMPiG LT AU CD RAGE 


k étant une constante, qu'on déterminera en égalant les coefficients 
de u-" dans les développements des deux membres autour du pôle 
u = 0. Nous laissons au lecteur le soin de ce calcul. 


OI2 LL A a 
est elliptique, et 
c+u PERTE) 


Exercice VIII. — Montrer que la fonction 


, . > à , ! 
(rouver son expression en pu el p u. 


De la formule 


d'(u +920) = — ealu+wa) ou, 


on déduit 


o'( UE AW) — e?lalu +304) e2Nal2+ 0) qu — e2Nat2u +404) OL 


et l’on en conclut immédiatement que la fonction proposée admet les 
périodes 2w,, 2w,; elle est donc elliptique : son ordre est trois, car, 
dans un parallélogramme, son seul pôle est le pôle £riple u — 0; ses 
trois zéros sont évidemment les demi-périodes w,, w,, w,. Elle à ainsi 
les mêmes zéros et les mêmes pôles que p'u, et ne diffère dès lors de 
cette fonction que par un facteur constant. Comme d’aiileurs, aux en- 
virons de 4 —0,on a 


le facteur constant est — 1; et, par suite, 


g'2au à 
: = — pp u. 
ou 
Exercice IX. — /ntégrer un polynome entier en pu et p'u. 


En remplaçant, dans ce polynome, p'?u par 4 pu — g,pu — g,,on 
le met sous la forme 


P(pu) + p'u Q(pu), 


P et Q étant des polynomes en pu. L'intégrale fœup'u du se 
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calcule immédiatement; car, par le changement de variable pu = 3, 
elle devient feu dz, c’est-à-dire l'intégrale d’un polynome en =. 


Reste donc à calculer 


f Pc) du ou fo" u du, 


m étant entier et positif. 
Au lieu d’avoir recours à la formule d'Hermite, on procédera comme 
il suit, On a 


! à ! 
p'u = 6p?u — - 9, 
22 
el e dé _ . . < 
d’où, par dérivations successives, 


ren 
er Caes / PRES ee : ee A "1 
P U—1I2puUP U, p® up (Gp TRES s2) +12(4pP [41 S2PU #3) 


= Apiu+Bpu+cC, 
A, B, C étant des constantes ; et, en général, on aura 


p?2) = n+1(p uw), 


P étant un polynome entier, d’ordre » +1, en pu. Les relations ainsi 
obtenues 


l : 
p'u = 6p?u — — ga, pu = Apiu + Bpu + C., 
D, 


2 


pru—=P;hi(pu), 
permettent d'exprimer successivement p°u, pu, ... en fonction li- 


néaire de pu, p’u, pu, ..., et l'intégrale fr" u du s'en déduit 


immédiatement. 


Exemple. — Soit à calculer fp°u du. On a, par ce qui pré- 


cède, 
PAU—=120p°U—1922pU 1223, 
d’où 


1 
PAuU— Apiu— PaPpU— F3 — gLPYu+1882pu +128: — gipu— gs 
el 


Dub AE Le 2e He uw + const 
30 0e GER | 


Exercice X. — /écomposer en éléments simples la fonction 
I 


e 


p2u—pu 
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Les zéros du dénominateur sont fournis par la formule 
au = + u + Période, 


d’où l’on tire, en prenant successivement le signe — et le signe +, 


JU = 2 Wi + 2 M2 Wo et U = 2 U)y1 + 2 Ma UWo, 


ou, en négligeant les multiples des périodes, 


2 M O1 + 2 Mao 
RES > CLONE 0 Te 20: et DR 0 


0] 


Or u — 0 n'est pas un pôle de la fonction donnée, c’est un zéro; les 
seuls pôles, évidemment simples, sont donc les huit quantités 


2 M4 1 + 2 M2 Ua 
9 47, ER >] 


a 
D 
m, et m, prenant les valeurs o, 1, 2, le système 0, o excepté. Soit 4; 
l’une de ces quantités; le résidu correspondant de la fonction proposée 
est 
I 
ROUE SN UT EU ? 
2D'(2%AN DER 


et, comme on a trouvé 


24; — — 4; + Période, 
p'(22;) est égal à — p'«;; le résidu est donc — 1 : 3p'z, et la formule 
d’'Hermite donne | 
I 1 
— = — > — C(u — a;) + const. 
pau pu 3 p'&; 


On détermine la constante en écrivant que la fonction s’annule pour 
u = 0; donc, finalement, | 


I 
p2au—pu - D arte 


Æxercice XI. — Calculer les intégrales 


il u du 1 du 1 
TN ner putes 


#Pour obtenir /a première, observons que s’on a (n° 199) 


a;) + Car). 


I I 


PU — Ex Ps (encené EN — Wy) — a], 
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d'où, en posant, pour simplifier, (ex — eg) (es — ey) = = 


ss ÉE. 2 fuLptu — 4) -e4] du 


pu — Co : 


u? “ 
——€4 — + | up(u— wa) du, 
2 


LE 


Ï u du u? 
DE fr = ea em QUES) ee f £Cu — 02) du 
A LE 


u. \ 
= — 0x ——u{(u—w,) +logo(u — wy). 
2 


La seconde intégrale se calcule par le changement de variable 


Ut; d'où 


f du f dz k 
AR | 
Dh Vpue, Qiho(z e)V(z = és) (a 6) 


el l’on est ramené à une quadrature classique (Tome I, n° 218). 


Exercice XII. —— Décomposer pau en éléments simples. , 


Soient 2w,, 2w, les périodes de pu; si l'on considère p2u comme 


une fonction elliptique aux périodes 2w,, 2w,, ses pôles sont, à des 


ériodes près, les points uw = 0, u = w,, u = w:, u — w3, dont chacun 
) ) 1 2 3) 


est évidemment double. On a d’ailleurs 


1 I 
pit +..., prog rat) pr a es 
Ke 


d’où l'on tire, par la formule d'Hermite, 


l 


pau= [pu + pu — on) + p(u — w2) + p(u — w3)] + const. 


Al 


On détermine la constante en faisant &# — 0; on à ainsi 


l I À 
TE +AU+...— te + NU+...+ 6e] + 2 + eat...) + const., 
4 «7 Œ \ F 


les termes non écrits s’annulant pour uw — 0. Comme e, + e,+ e, est 
nul, la constante elle-même est nulle, et il reste 


Ap2u=pu+p(u —ui) +p(u — w2) + p(u —w;3). 
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Exercice XIII. — Ætudier les fonctions f(u) et o(u), 


f(u)= (e2—es)Tiou + (es — e1) Sao + (e1 — ex) Ssou, 


QU) = e1(6e2— 3) S'ioU + Eo(E3 — 1) Sao ü + E3( C1 — 2) Sao 4. 


D'une manière générale, la fonction impaire à, 5,5 + @2T 20 + 43330 
est (n° 202) elliptique, aux périodes 4w,, 4w,; ses pôles, dans un pa- 
rallélogramme construit sur ces périodes, sont o, 2w,, 262, 2w,4, pôles 
simples (cbid.). 

Pour f(u) et o(u), uw — 0 n’est pas un pôle, car, aux environs de ce 


À I ie À 
oint,onadyou— -+...,etle terme en — disparaît dans f(u)\eto(u 
Ï L) e4)] u , u Ï r ? 


parce que les sommes D Ce— ey) et D ex(es— ey) sont nulles. On 


en conclut que f(u) etw(u) sont des fonctions elliptiques d’ordre érois, 
aux mêmes pôles (simples) 26%. 

Etudions de plus près les développements de f(u) et o(u) autour 
Top 0) 


On a, en utihsant la formule du binome, 


I - 
CR Ur Cru +... 
u 


Tao U = VP u 


\ 
ÿ 
= —[1+(—equ?+ cut+...)]|? 


u 
1 L 2 , 6 
= — + —(—ecqu?+ Cut + Cui+...) 
u au 
1 
—(- —:1 
2 \ 2 9 L D] 
+ © (—equ? + Ccut+...) +... 
IT 


0] 

[ (l ICT Ci Ca Ci€x Ï : 3 

= —-equ+( + — jus + — + RD AL 0 
u 2 0 2 19.48 


d’où l’on tire sans difficulté, en tenant compte de e, + e8+e, =0, 


Ju) =— 


© | 


ur D ex(eg— ey) + u'( REC 


p(uj=—==u D exe — es) + u( EN 


D | 


Le point &# — o est donc un zéro simple pour w(u) et triple pour 
fu): cest, par suite, le seul zéro (à des périodes près) de f(u), qui 
est d'ordre érois. 


D’après cela, le quotient fn, qui n'a pas d’autres pôles que les 
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zéros de f(u), admet le seul pôle w — 0, qui est double; et, autour de 
ce point, on à 


Le De quotient de deux fonctions 


impaires, est paire; il n’y a pas de terme constant, parce que les 
termes en «? et u” manquent respectivement dans w(u) et f(u). 
On en conclut, par un raisonnement souvent fait, qu’on a identi- 


E 
Il n’y a pas de terme en - , puisque - 
(47 


quement 
o(u) Mie Ne eau ren En ren tete 
fu) 1270 (e2— e3)d'iou + (e3— C1) Too +(ei — e3)T 304 
L2 . VF L2 
Exercice XIV. — Æxprimer p ; en Jonction de pu. 


On pourrait partir de l’équation qui donne p24 en fonction de pu; 
il sera plus simple de profiter du résultat précédent. 


ue , ’ u , . 
Soit pu — pus, us étant donné; les valeurs de p(£) seront évi- 
D) 


demment 


Uo Uo Uo Lo 
one P ROBE P{ = 0) tee r Oo 
2 9) 2 


Or la formule finale de l’Exercice XIIE, où l’on remplace « par w, et 


RU RS Uo L L 
Sxo(Uo) par Vp Uy — 6x, donne pr en fonction de pu,, les radicaux 


É . . . . ° I . 
ayant la détermination qui, pour #, = 0, à la valeur principale me Si, 


dans cette formule, on change w, en u,+2w,, les fonctions og8,(4,) et 
7o(&) changent de signe, 5,,(4,) est inaltérée (n° 202) : donc, enfin, les 


u , . 
quatre valeurs de p —; lorsque p w est donné, sont fournies par la for- 


mule 


ne 73 Gites eV DUsdnh ele 2e) U—trtes(e—e)Vpu—es 
C2 + (1 — ca) pue: 


2 (e:—e3)Vpu—e+(e;—e)Vpu 
les trois radicaux prenant tous les signes possibles, mais chacun d’eux 


ayant, au numérateur, le même signe qu’au dénominateur. 


Exercice XV. — Trouver la relation qui lie les périodes, 20, et 
2w%, de pu, lorsque g: est nul. 
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Soit posé 


He 


eo 


[Q] 


/ 
#3—=44 , 


e et =? sont les racines cubiques imaginaires de l'unité. On a, puisque 
= — 3 
g2— 0, &3— ha’, 


Étero EE, Ex == 4; 
et, par suite, en vertu des formules du n° 204, 


Ed «a 
ds dy 
Jean  V425— 4 a El Jen VIP — Ga 


ce qui donne 
Wa — EU). 


Telle est la relation cherchée; réciproquement, si l’on a w, — sw, je 
dis que ÿ, est nul. Car, en substituant à w, cette valeur, dans lexpres- 
sion de g, en fonction des me (n° 185), on a 


a > TRS 


ce qu’on peut écrire aussi, en remplaçant m, et m, respectivement par 
Me — M EE — mi, 


60 Di 1 
9 — == x 
ë me > (mue mit wte dd (Mu + (m+em)? 


on en conclut 


La relation w,— :w, peut prendre une autre forme : comme on à 


ERA El 0, 
on aura aussi 


W? + W1 02 + 05 = 0. 


Exercice XVI. — Peut-on déterminer la constante x de manière 
que p(lu) s'exprime rationnellement en fonction de pu? 


Si la fonction p(}u) est rationnelle en pu, elle admet les périodes 
2w, et 2w, de pu. Réciproquement, si cette condition est remplie, 
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p(au), fonction elliptique aux périodes 2w, et 2w,, s'exprime ration- 
nellement en pu et p'u: comme elle est paire, il est clair que p'u ne 
peut, dans l'expression obtenue, figurer que par son carré, c’est-à-dire 
que p(Àu) est rationnel en pu. 

Tout revient donc à exprimer que p(ku) admet les périodes 2w, 
et 262, c'est-à-dire qu’on a 


pÜau+aokws) = pau); 


il faut et il suffit, pour cela, que 2Aw, et 2Aw, soient des périodes 
de pu. On a donc, en désignant par les mn et » des entiers, quelconques 
d’ailleurs, 

{ Awi= m'oi + n'W», 
(1) 


l 
ÀÂWI— M Wi—+ AN We. 


On en déduit, par division, 


OF MW + N'Ô2 : : mare 

RE roue ou Mui+(n—m)wiwWI— NW —O, 
relation quadratique homogène, à coefficients entiers, entre w, et w2. 
Cette relation n’est une identité que sim = n — m'=— n'— 0; les équa- 
tions (1) donnent alors À — x : le multiplicateur X est donc un entier 
quelconque, et p(Au) s'exprime rationnellement en pu. C’est la mul- 
tiplication ordinaire. 

Si la relation quadratiqie n’est pas une identité, c’est-à-dire si les 

périodes sont liées par une équation du type 


(2) Aw?+ Bwuiwi+ Gwi = 0, 


où À, B, C sont des entiers premiers entre eux, on pourra trouver 
une infinité de multiplicateurs }, non entiers, répondant à la question 
posée. 

Il suffit en effet de prendre 


(3) ME TA wi ou, 


Ua 


6 et p désignant des entiers quelconques; on aura aussi, en vertu 


de (2), 
(4) À = —[(p —0B)wi— Clw:], 


oO; 
de sorte que 2 Àw, et 2w, seront bien des périodes de pw. 
Pour que le rapport des périodes de pu soit imaginaire, il faut que 
B?— {AC soit négatif; dès lors la valeur (3) de À, où l’on remplace 
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tu) . , . . . « . 
— par sa valeur tirée de (2), est imaginaire, c’est-à-dire que tous les 
Wa 
multiplicateurs sont imaginaires : de là le nom de multiplication com- 
plexe, donnée à la propriété dont il s’agit. 

Il n’y a donc multiplication complexe que si les périodes vérifient 
une relation du type (2); on peut en donner de suite deux exemples 


simples. 


1° Si #2 est nul, on a vu (Exercice XV) que w, — ew,, & étant une 
racine cubique imaginaire de l’unité, ce qu’on écrit aussi 


WŸ + WW + WI = O, 


relation du type (2). On aura un multiplicateur À par la formule (3), 
où l’on fera 


Are ER D 0; d’où 


Îl 
# 

| 
Ole 


Us u ; : : ; : 
Ainsi P(=> O, gs) doit s'exprimer rationnellement en fonction de 


p(u, 0, g:) : effectivement, la formule d’homogénéité (8) du n° 206, 
où l’on pose 


donne 


u 
ste) +0 
D 0; +) = € p(u,0, g3). 
VE 


2° Si #, est nul, on a (n° 234, Note) 


W9 = 6, 
ou 


W? + WÈ— 0, 
relation du type (2). Un multiplicateur À sera donné par (3), où l’on 


fera 


\ I 
A0 Tr p —= 0, d’où À ==: 
L 


effectivement, si l’on pose, dans la formule d’'homogénéité de pu, 


on trouve 


U 
p( ao) =—pçusu0) 


Exercice XVII. — Montrer que le rapport anharmonique des 
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quatre tangentes que l’on peut mener à une cubique plane par un 
de ses points est constant, quel que soit ce point. 


Supposons la cubique représentée paramétriquement (n° 215) sous 
la forme 


apu+fBpu+y a'pu+$pu+ y 
D —_— 


(1) 4 : , 7 , 
apu+bpu+e : apu+bpu+ce 


et soit À l’argument d’un point quelconque M de la courbe. Les 
quatre tangentes T, T,, T,, T;, menées de M à la cubique, touchent 


à : : h 
celle-ci respectivement (n° 219) aux points d'arguments — 2 
h h h ; à; ; HE 
Re + W, — — + 2, — — + w,; soient T — ol equation cartèsienne, 
2 2 


en æ et y, de la première; Q — 0 celle d’une seconde droite, quel- 
conque d’ailleurs, passant par M. Les droites issues de M auront pour 
équation générale Q — ÀT — 0, et la droite T correspond à À = ©. 
Les trois autres tangentes T;, T,, T, correspondront à des valeurs 
À; À, À de À, et le rapport anharmonique (T, T;, T,,|T;) sera égal 
à Pere . 

M— 

Calculons maintenant À,, À,, À. 

Il suffit, pour obtenir À,, d'écrire que la droite Q — X,T — 0 passe 
par le point d’argument — 7 +- w, sur la cubique; on a donc 


PA 


O 


Âd== se , 


r 


en supposant les coordonnées courantes, æ et y, remplacées, dans 

: hr : : 

Q etT, par leurs valeurs au point — — + w,. Or, si l’on substitue à 
2 


æ et y, dans O:T, leurs valeurs (1) en w, on obtient une fonction 


elliptique, (x), du type 


m'pu+npu+r 
mpu+npu+r 


les rm», n, r étant des constantes; les seuls pôles possibles de o(w) sont 


les zéros du dénominateur, c’est-à-dire les arguments des points où la 
3 j k ; D li ; 

droite T — o coupe la cubique, à savoir 2, — CPR les zéros pos- 

sibles de y(x) sont de même les arguments des points où la droite 

. Q — o coupe la cubique, c’est-à-dire À, et deux quantités de somme 

égale à — 2. Il en résulte que la fonction &(«) n’admet que le pôle 
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/ : . : 4 
double — = et, dès lors, en vertu de la formule d’'Hermite, elle peut 


se mettre (n° 195) sous la forme 


e(u)=ap(u+e)+0, 


a et b étant des constantes. 
Cela posé, d’après ce qui précède, on a 


CE3— C9 


et le rapport dre dr est égal à 
LS ——< égal à 
Ep A1 — À DS ot En Co 


c'est-à-dire du point initial M, pris sur la cubique. GT 0 MED: 


:1l est donc indépendant de h, 


Exercice XVIII. — Montrer que si o(x, y) est fonction holo-. 
morphe de x et y aux environs du système.de valeurs LEGER 
l’équation différentielle en y 


dy Dole D 


dei 


(ie 


n'admet qu'une solution prenant la valeur b, pour x = a. 


D’après le théorème de Cauchy (n°5 322-324) l'équation (1) admet 
une solution, y(æ), qui se réduit à b pour + — à, et qui est fonction 
holomorphe de + autour du point 4. Supposons qu’il y ait une seconde 
solution, holomorphe ou non, prenant, pour æ — 4, la valeur b, et 
représentons-la par y(æx)+ u(x); la quantité w (a) sera nulle et l’on 
aura 


d(Y + u) 
———— = Q(T, V+U): 
dx » 
d'où 
du Se 
nt PO mA Nan dr 


Le second membre est une fonction holomorphe de w autour du point 
u—0o, en vertu même de l'hypothèse faite sur 2(x, y); comme il 
s’annule pour w — 0, quels que soient x et y, il contient en facteur 
une puissance entière de & (n° 126), et l’on a 


du 


me Ni (x, 4 uw); 


V(r, y, u) ne devenant pas infini pour v — o, du moins lorsque x et y 
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ont des valeurs suffisamment voisines de & et b. Supposons mainte- 
nant y et w remplacés, dans 4, par y(æ) et u(æ); on pourra écrire 

_ du ; 

on 0 CO RAYS 

, HAL 
la fonction f(x) demeurant finie aux environs de x = a. Intégrons 
les deux membres le long d’un petit arc quelconque partant du point a, 
nous avons 


— | [= f za 


1m ON OA Am € 2) UMA 


Le second membre est évidemment fini, le premier est infini, puisque 
u(a) est nul; l'égalité est donc impossible. 
Dans le cas où m serait égal à 1, on aurait 


€ 
logu(x)— logu(a)— | NE 
A 

relation également impossible. 

On en conclut que l’équation (1) ne peut admettre d’intégrale, se 
réduisant à b pour x — a, autre que l'intégrale holomorphe. 

Ce théorème, par une autre démonstration, s'étend à un système 
différentiel canonique d’ordre quelconque. 


FIN DU TOME SECOND. 
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